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Құрметті студент!
Дүние жүзіндегі дамыған елдердің ғылыми деңгейі жоғары ғылыми

көрсеткіштерімен анықталатыны белгілі. Қазақстан Республикасы бəсекеге
қабілетті 50 елдің қатарына қосылу мақсатын қойып отырған жағдайда
сапалы білім беру жəне сапалы білім алу қажеттілігі күмəн туғызбайды. 
Ғылыми-ізденіс зерттеулерде жиі қолданылатын математиканың негізгі
салаларының бірі Математикалық талдау.

Математикалық талдау пəні математикалық факультеттерге толық курс
ретінде терең оқытылады. Сіздің назарыңызға инженерлік мамандықтар үшін
мемлекеттік стандарттарға сəйкес осы пəн бойынша қысқаша жазылған
электрондық оқулық ұсынылып отыр. Оқулықта теориялық мəліметтермен
қатар əрбір тақырып бойынша шығарылатын есептердің шығару əдістері
мейлінше талдап көрсетілген. Біздің кеңесіміз: Осы пəнді толық меңгеру
үшін тек ұсынылып отырған электрондық оқулықпен шектеліп қалуға
болмайды. Силабуста көрсетілген басқа да əдебиеттерді пайдалану керек.

Сіз Математикалық талдау пəні бойынша лекция тыңдадыңыз жəне
практикалық сабақтарға қатысып біраз білім жинақтадыңыз. Енді осы
жинақтаған біліміңізді тестілік сұрақтарға жауап беру арқылы тексеру
мүмкіндігіңіз бар. Тестілік сұрақтарға бірден жауап беруге көшпей тұрып
əуелі төменде келтірілген қысқаша теориялық мəліметтермен танысып, еске
түсіріп, сондай-ақ, типтік есептердің шығару үлгілерімен танысып біраз
жаттығып алуға кеңес береміз.

Пəн үш тараудан тұрады:
 1. Бір айнымалылы функциялар
 2. Көп айнымалылы функциялар
 3. Қатарлар. Дифференциалдық теңдеулер
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I ТАРАУ. БІР АЙНЫМАЛЫЛЫ ФУНКЦИЯЛАР 
 

1.1. ТАЛДАУҒА КІРІСПЕ 
1.1.1. Функцияның анықталу облысы жəне мəндерiнiң жиыны  

Мысалдар қарастырамыз. 
1. Функцияның анықталу облысын табыңыз: 

xx
xxy
3
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2

−
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=  

Шешуi: Бұл функцияның анықталу облысы екi шартты қанағаттардыруы 
керек: 

1)Квадрат түбiр терiс емес сандар үшiн анықталады; 
2)Нөлге бөлуге болмайды. 
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Жауабы: );3(3;
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2.Функцияның анықталу облысын табыңыз: 
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Шешуi: )( yD   екi шартты қанағаттандыруы қажет: 
1) Логарифмдiк функция тек қана оң сандар үшiн анықталады; 
2)Нөлге бөлуге болмайды. 
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Жауабы: ];10()10;0()( ∞+∪=yD  
3. Функцияның өзгеру облысын табыңыз: 

x
y
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Шешуi: .1cos1,cos121cos2 ≤≤−=
−

⇒=− xx
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Сондықтан  ⇒≤
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≤− 1121
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4. Функцияның анықталу облысын табыңыз: 21 x
xy
+

=  

Шешуi: Берiлген функцияны  x  арқылы шешейiк: 
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= . 
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Функцияның өзгеру облысын анықтау үшiн ,   теңсiздiгiн 
шешу жеткiлiктi, яғни 

041 2 ≥− y 0≠y
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5. Функцияның жұп немесе тақ функция болатындығын көрсетiңіз: 
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Шешуi:   
x

x
x

x
x

xxy
2sin2sin

)(
)2sin(

)()(
222

−=
−

=
−
−

− =

Демек, f(−x)=− f(x) теңдiгi орындалды, сондықтан функция тақ.
6. Функцияның жұп немесе тақ функция болатындығын көрсетiңіз:

f (x) = 4 − 2x4 + sin2 x
Шешуi:

f (−x) = 4 − 2(−x)4 + sin2 (−x) = 4 − 2x4 + sin2 x ,
Мұнда f(−x)= f(x) теңдiгi орындалды, сондықтан берiлген функция жұп

функция болады.
7. Функцияның жұп немесе тақ функция болатындығын көрсетiңіз:

y = x3 +2x −1
Шешуi: Бұл функциядағы x - тiң орнына −x-тi қойсақ, онда f(−x)≠ f(x)

жəне f(−x)≠−f(x) болатынын көру қиын емес. Сондықтан функция жұп та
емес, тақ та емес.

 
1.1.2. Сандық тiзбектiң шегi 

Аргументi натурал сан болатын функцияны тiзбек деп атайды жəне  
арқылы белгiлейдi: 

nx

Nnnfxn ∈= ,)(  
Жалпы мүшесi dnaxn )1( −+=  болатын тiзбектiң мүшелерi 

арифметикалық прогрессия құрайды, яғни  
...,)1(,...,2,, dnadadaa −+++  

Келесi тiзбек    
...,,...,,, )1(2 −naqaqaqa  

геометриялық прогрессияны бередi, мұның жалпы мүшесi 
.1−= n

n aqx  
Анықтама. Егер кез- келген оң ε  санына сəйкес натурал  саны 

табылып, барлық   нөмерлерi үшiн 
εn

n > nε

 xn − a <ε  (1.1.1)
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теңсiздiгi орындалса, онда саны a { }nx  тiзбегiнiң шегi деп аталады жəне 
былай жазылады: 

axnn
=

∞→
lim   немесе  ∞→n  жағдайда  axn →

Шегi бар болатын тiзбек жинақты тiзбек деп, ал шегi болмайтын тiзбек 
жинақсыз тiзбек деп аталады. 

Модуль қасиетiнiң негiзiнде ε<−axn  теңсiздiгi εε <−<− axn  немесе 
εε +<<− axa n  теңсiздiгiмен мəндес. 

Бұдан тiзбек шегiнiң тағы бiр анықтамасына келемiз. 
Егер  нүктесiнiң кез келген a ε  маңайы { }nx  тiзбегiнiң саны шектеулi 

 мүшелерiнен өзге барлық мүшелерiн қамтитын болса, онда 
осы  санын {  тiзбегiнiң шегi деп атайды.  
( nxxx ,...,, 21 )

a }nx
1. Жалпы мүшесi 

⋅
−

+=
n

x
n

n 3
)1(1  

болатын сан тiзбегiнiң алғашқы төрт мүшелерiн табыңыз: 

Шешуi: ...,
12
13,

9
8,

6
7,

3
2

4321 ==== xxxx  

2. Сан тiзбегiнiң алғашқы бес мүшесi 
...,

162
14,

54
11,

18
8,

6
5,

2
2  

бойынша оның жалпы мүшесiнiң формуласын жазыңыз.  
Шешуi: Тiзбек мүшелерiнiң алымында тұрған сандыр  2, 5, 8, 11, 14  

айырмасы   3- ке, 1-мүшесi  2-ге тең арифметикалық прогрессияны құрайды. 
Сондықтан алымының жалпы түрi арифметикалық прогрессияның жалпы 
мүшесi 13)1(32 −=−+= nnan  түрiнде анықталады. Бөлiмiндегi сандардың 
өсу заңдылығы 1 -ші мүшесi 2 – ге, еселiгi 3-ке тең геометриялық прогрессия 
құрайды. Сондықтан бөлiмiнiң жалпы түрi  арқылы өрнектеледi. 
Сонымен, тiзбектiң мүшелерiнiң жалпы мүшесi  

132 −⋅= n
nb

132
13
−⋅

−
= nn

nx  

формуласы арқылы өрнектеледi 

3. ∞→n
lim 2

1
12lim =

+
+

=
∞→ n

nx
nn  екенін көрсету керек.                            (1.1.2) 

Шешуі: 
1

12
1
12

+
−=−

+
+

nn
n  айырмасын құрамыз. 

Егер )(11 ε
ε

Nn =−>  болса, онда осы айырманы абсолют шама бойынша 

бағалағанда 
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                                         ε<
+

=−
+
+

1
12

1
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nn
n                                (1.1.3) 

болады. 
Сонымен əрбір оң ε  саны үшін Nn >  болғанда (1.1.3) теңсіздігі 

орындалатындай 11
−=

ε
N  саны табылады. 

Демек, 2 саны 
1
12

+
+

=
n
nxn  тізбегінің шегі болады, яғни (1.1.2) теңдігі 

дұрыс. 

4. Жалпы мүшесi 2
1

3

3

+
+

=
n
nxn болатын сан тiзбегiнiң шектелгендiгiн 

дəлелдеу керек. 
Шешуi: Берiлген сан тiзбегiн былай жазалық: 

2
11

2
1

33

3

+
−=

+
+

nn
n  

Бұдан  1
2
10 3

3

<
+
+

<
n
n   теңсiздiгі шығатыны түсiнiктi.  Демек,  шектелген 

тiзбек. 

{ }nx

 
1.1.3. Функцияның шегi 

Анықтама: Егер кез келген 0>ε  санына сəйкес 0>δ  саны табылып, 
δ<−< ax0   шартын қанағаттардыратын барлық x  үшiн ε<− Axf )(  

теңсiздiгi орындалса, онда A  санын )(xf  функциясының x -тiң -ға 

ұмтылғандағы шегi деп атайды жəне 

a
)(lim xfA

ax→
=   деп жазады. 

А саны )(xf  функциясының ax = нүктесiндегi  оң жақтық (сол жақтық) 
шегi деген факт сəйкес былай жазылады: 

                                  ,)0()(lim
01 +==

+→
afxfA

ax                   

                                 )0()(lim
02 −==

−→
afxfA

ax . 

А саны берiлген )(xf функциясының ax→ -дағы шегi болуы үшiн ол 
функцияның ax=  нүктесiндегi оң жақты жəне сол жақты шектерi бар болуы 
жəне олардың өзара тең болуы қажеттi жəне жеткiлiктi 

                                         )0()0( +=− afaf                                           (1.1.4) 
 

Егер жəне   шектері бар болса, онда келесі теоремалар 

дұрыс:  

)(lim 1 xf
ax→

)(lim 2 xf
ax→
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1) ;)(lim)(lim))()((lim 2121 xfxfxfxf
xxx ααα →→→

±=±  

2) ;)(lim)(lim))()((lim 2121 xfxfxfxf
xxx ααα →→→
⋅=⋅  

3) ;)0)(lim(
)(lim

)(lim

)(
)(lim 2

2

1

2

1 ≠=
→

→

→

→
xf

xf

xf

xf
xf

x
x

x

x α
α

α

α
 

4) C – қандай да бір сан. ),())((lim 21 xfCxfC
x

⋅=⋅
→α

5)  Nmxfxf
m

x

m

x
∈⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

→→
,)(lim))((lim

αα

6) 0)(lim,0)(lim 21 =≠=
→→

xfСxf
xx αα

болсын.  Сонда: 

а) Егер ε<− ax  (мұндағы 0>ε )шартын қанағаттандыратын барлық x үшін   

0
)(
)(

2

1 >
xf
xf  теңсіздігі орындалса, онда ;

)(
)(lim

2

1 +∞=
→ xf

xf
x α

 

б) Егер ε<− ax  (мұндағы 0>ε )шартын қанағаттандыратын барлық x   

үшін 0
)(
)(

2

1 <
xf
xf

  теңсіздігі орындалса, онда  ;
)(
)(lim

2

1 −∞=
→ xf

xf
x α

 

Келесi шектер жиi қолданылады: 
7)  ∞=

∞→
ax

x
lim

8) ∞=
∞→ a

x
x
lim  

9) ∞−=
−→ x

a
x 0
lim  10) ∞+=

+→ x
a

x 0
lim  

11) ∞=
→ x

a
x 0
lim  12) 0lim =

∞→ x
a

x
 

13) 
⎩
⎨
⎧

=
>∞+

<

∞+→ болсаaегер

болсааегерx

x
a

1,

1,0
lim                             

14) 1sinlim
0

=
→ x

x
x

 
 

15) ( ) e
x

x

x
=+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→∞→
α

α
α

1

0
1lim11lim  

16) 2
lim π

=
∞→

arctgx
x

 2
lim π

−=
∞−→

arctgx
x
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17) ∞+=
−→

tgx
x 0

2

lim
π  ∞−=

+→
tgx

x 0
2

lim
π  

18)  ∞+=
∞→

x

x
elim   0lim =

∞−→

x

x
e

19)  ∞+=
∞→

x
x

lnlim  ∞−=
+→

x
x

lnlim
0

 

20) 0,lim >∞+=
∞+→

αα егерx
x

             0,0lim <=
∞+→

αα егерx
x

 

21) 1)1ln(lim
0

=
+

→ x
x

x
 

 

22)   a
x

a x

x
ln1lim

0
=

−
→

 23) 
( ) m

x
x m

x
=

−+
→

11lim
0

 

24) ∞−=
>→

xaxx
loglim

0,0
 ∞+=

∞+→
xax

loglim  

25)  1,0lim >=
∞−→

aa егерx
x

 

Функцияның шегiн есептеп шығарудың кейбiр тəсiлдерi: 
Егер ∞→x жағдайда 

∞
∞  анықталмағандық кездессе, онда функцияның 

шегiн табу үшiн оның алымы мен бөлiмiн бөлшек мүшелерiнiң кұрамында 
кездесетiн аргумент  x - тiң ең жоғары дəрежесiне бөлемiз де, сонан кейiн 
ғана шекке көшемiз. 
Егер шек таңбасының астында екi көпмүшелiктiң қатынасы тұрса жəне  

ax →  жағдайда алымының да, бөлiмiнiң де шегi нөлге тең болса, ол 
функцияның шегiн табу үшiн: əуелi бөлшектiң  алымы мен бөлiмiн 
көбейткiштерге жiктеу керек, онан кейiн бөлшектi қысқартып, сонан кейiн 
ғана шекке көшу керек. 

1. 
3 3 5

lim
+∞→ x

x
x

 шегін табыңыз. 

Шешуі: Бөлшектің алымын да ,бөлімін де x -ке бөлеміз:  

1
51

1lim
5

lim
3

3

3 3
=

+
=

+ ∞→∞→

x
x

x
xx

. 

Егер жəне  сəйкес n-ші жəне  m-ші дəрежелі көпмүшеліктер 
болса, онда олардың қатынастарының шегін тікелей табуға болады. 

)(xPn )(xQm
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⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>∞

=

<

=
∞→

nmегер

nmегер
B
A

nmегер

x

xP

x Q m

n

,

,

,0

)(

)(lim

 

Мұндағы: А, В- )(xPn  жəне  көпмүшеліктерінің аға коэффициенттері. )(xQm

2. Шекті табыңыз  
2
13lim

2 +
+

→ x
x

x  
 

Шешуі:  болғандықтан, бөлшек алымы 2→x 7123 =+⋅ -ге, ал бөлімі 
-ке ұмтылады. 422 =+

Сонымен,     4
7

2
13lim

2
=

+
+

→ x
x

x
. 

Егер  болса, онда 0)()( == aa QP mn )(

)(

x

x

Q
P

m

n  бөлшегін  )( ax−  екімүшеге 

бір немесе бірнеше рет бөлуді ұсынады.. 

3. Шекті табыңыз 9
65lim 2

2

3 −
+−

→ x
xx

x
. 

Шешуі: 6
1

3
2lim

)3()3(
)2()3(lim

9
65lim

332

2

3
=

+
−

=
+⋅−
−⋅−

=
−
+−

→→→ x
x

xx
xx

x
xx

xxx
. 

Иррациональдық өрнекті көптеген жағдайда жаңа айнымалы енгізу 
арқылы рациональдық түрге келтіріледі. 

Иррациональдық өрнектен шекті табудың əдістерінің бірі – 
иррациональдықты алымынан бөліміне немесе керісінше бөлімінен алымына 
көшіру болып табылады. 
Шешуі:  

1
11

1lim2

)11(
2lim

)11(
11lim11lim

0

000

=
−++

=

=
−++

=
−++

+−+
=

−−+

→

→→→

xx

xxx
x

xxx
xx

x
xx

x

xxx

 
)())((lim x

ax
xf ϕ

→  түріндегі шекті табуда ,1)(lim =
→

xf
ax

 

∞=
→

)(lim x
ax
ϕ болса, онда f ( x) = 1 + α ( x) , мұндағы α (x) → 0  , 

x → a болғанда, сонымен,

 Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 8



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

( ) ( )
)()1)((lim)()(lim

)()(

)(
1)( )(1lim)(lim

xxfxx

xx

x
ax

x

ax

axax ee

xxf

ϕϕα

ϕα

α
ϕ α

−

→→

→→ ==

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

 

мұндағы  – неперлік сан. ...718,2≈e

5. Шекті табыңыз 
2

1

2 2
lim

−

→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ x

x

x
. 

Шешуі: Жоғарыдағы түлендірулерді жүргізгенде: 

e

xxx

ee x
x

x
x

x

x

x

x

x

x

x ==

=
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

−
⋅

−

−

→

−

→

−

→

→

1
2

)2(2
2

lim

2
1

2
2

2
2

2

2
1

2

2
1

2

2

2
21lim1

2
1lim

2
lim

 

екенін аламыз. 
Жалпы жағдайда 

k
x
kx

e
x
k

x

k
k

x

=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→

∞→

sinlim

1lim

0

                                 (1.1.5) 

формулаларды есте сақтау өте пайдалы. 

              1sinlim
0

=
→ x

x
x

   (Бірінші тамаша шек)  ,                                (1.1.6) 

( ) e
x

ex
x

x
x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

∞→→

11lim,1lim
1

0
 (Екінші тамаша шек)                    (1.1.7) 

Егер  бар жəне оң болса, онда )(lim xf
ax→

( ) ))(limln()(lnlim xfxf
axax →→

=  

формула шек табуда жиi қолданылады. 

6.  k

k

x x
x )1ln(lim

0

+
→

 =1  екенін дəлелдеңіз. 

Шешуi: Берiлген шектi жоғарыда көрсетілген формулаларының 
көмегiмен түрлендiрейiк: 
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( ) 1ln1limln

)1ln(lim)1ln(1lim)1ln(lim

1

0

1

000

==⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +=

+

→

→→→

ex

xx
xx

x

k

k

xk

x

xk

x

k
kxk

k

x

 

Сонымен,   

                           
( ) 11lnlim

0
=

+
→ k

k

x x
x

                                             (1.1.8) 

болатынын дəлелдедiк. 

7.   k

x

x x
a

k

1lim
0

−
→  шегін табыңыз. 

Шешуi: Бұл шектi табу үшiн 
kx ta

k
=−1  алмастыруын жасау керек. 

Сонда  

00,)1ln(ln,1 →⇒→+=+= txtaxta kkkxk

 
Бұдан кейiн (1.1.8) формуласын пайдаланамыз: 

aa

t
t

a

a
t

t
x

a

k

k

t

k

k

tk

x

x

k

ln
1

ln
)1ln(lim

ln

ln
)1ln(

lim1lim

0

00
==

+
=

+
=

−

→

→→  

Жалпы жағдайда 

a
u

au

u
ln1lim

0
=

−
→

 

болатынын есте сақтау керек. 

8. 
x

arctgxf 1)( =   функциясының 0→x - дағы оң жақты жəне сол жақты 

шектерiн табу керек.  
Шешуi: Бұл функцияның 00+→x  жəне 00−→x  ұмтылғандағы шектерiн 

есептейiк: 

.
2

1lim)0(

,
2

1lim)0(

00

00

π

π

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

−→

+→

x
arctgf

x
arctgf

x

x
 

9.Функцияның x →1болғандағы бір жақты шектерін табыңыз:

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 10



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

⎩
⎨
⎧

>−
≤+−

=
1,53

1,32
)(

xегерx
xегерx

xf   .   . 

Шешуі: а) 1≤x  болсын .Сонда 32)( +−= xxf , демек )01( −f  
-сол жақты шегі.  1)(lim

01
==

−→
xf

x

б)  болсын, онда 1>x 53)( −= xxf . Сонымен, 
=+ )01(f 2)(lim

01
−=

+→
xf

x
  -оң жақты шегі. 

 
1.1.4. Ақырсыз аз жəне ақырсыз үлкен функциялар 

Егер 0)(lim =
→

x
ax
α  болса, онда ax→  жағдайда )(xα  ақырсыз аз 

функция деп аталады. )(xf  функциясының -дағы шегi ax→ A  саны болу 

үшiн )()( xAxf α+= , мұндағы 0)(lim =
→

x
ax
α  теңдiгiнiң орындалуы 

қажеттi жəне жеткiлiктi.  
Егер кез келген 0>E  саны үшiн 0)( >= Eδδ  саны табылып, 

δ<−< ax0  шартын қанағаттандыратын барлық  үшiн x Exf >)(  
теңдiгi орындалса, онда )(xf  функциясы  жағдайда ақырсыз үлкен 
функция деп аталады жəне былай жазылады: 

ax →

∞=
→

)(lim xf
ax

 

Осы сияқты 
∞+=

−→
)(lim

0
xf

ax
,                       ∞+=

+→
)(lim

0
xf

ax

∞−=
−→

)(lim
0

xf
ax

 ,                      ∞−=
+→

)(lim
0

xf
ax

ақырсыз үлкен функцияларды айтуға болады. 
Егер 0)(lim =

→
x

ax
α  жəне ax ≠  болғанда 0)( ≠xα  болса, онда 

 жағдайда  ax→
)(

1)(
x

xf
α

=  функциясы ақырсыз үлкен болады.  

Осы сияқты, егер ∞=
→

)(lim xf
ax

 болса, онда  .0)(lim
)(

1lim ==
→→

x
xf axax

α  

Мысалы: ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ →=

2
cos πxxy жəне  )3(

4
3

→
−

= xxy   ақырсыз  аз  

функциялар  болса,  онда    )(
4

3,
2cos

1
∞→

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ → xxyx

x
π

 функциялары 

ақырсыз  үлкен болады. 
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Егер ∞=−∞=
∞→→

53lim,lim
2

xtgx
xx π

 болса, онда ,01lim

2

=
→ tgxx π

  0
53

1lim =
−∞→ xx . 

Егер  1
)(
)(lim =

→ x
x

ax β
α

 немесе 1
)(
)(lim =

→ x
x

ax α
β

 болса, онда ax→  жағдайда 

реттiлiгi бiрдей )(xα  пен )(xβ функцияларын эквиваленттi ақырсыз аз 
функциялар  деп атайды да, )()(~)( axxx →βα  деп белгiлейдi.  

Төмендегi ақырсыз аз функциялардың 0→x  жағдайда эквиваленттiгiнiң 
мысалдары келтiрiлген: 
1. )(~)(sin xx αα  2. )(~)( xxtg αα  

3. 
( )

2
)(~)(cos1

2xx αα−  
4. )(~))(1ln( xx αα+  

5. )(~)(arcsin xx αα  6. )(~)( xxarctg αα  

7.  )0(
ln)(~1)(

>
−

a
axa x αα

8.  )(~1)( xe x αα −

9.  )(~1))(1( xmx m αα −+ 10. 
n
xxn )(~1)(1 αα −+  

11. 2
~

1
11 x

x+
−  12. 

2
1~1 xx ++  

Егер 0
)(
)(lim =

→ x
x

ax β
α

 болса, онда  жағдайда ax→ )(xα  функциясын 

)(xβ  функциясына қарағанда реттiлiгi жоғары ақырсыз аз функция деп 
атайды жəне де ))(()( xOx βα =  деп белгiлейдi.  

Егер constCC
x
x

ax
=≠=

→
,0

)(
)(lim

β
α

 болса, онда ax →  жағдайда 

)(xα  пен )(xβ  функцияларын реттiлiгi  бiрдей ақырсыз аз  функциялар деп 
атайды. 

Мысалдар қарастырайық. 

1. Шекті табыңыз 32

52

0 23
25lim

xx
xx

x +
+

→
. 

2. Шешуі: болғанда  
–ақырсыз аз функциялар, сонда 

0→x 3252 23)(,25)( xxxxxx +=+= βα

3
5

23
25lim

23
25lim

)(
)(lim

3

032

52

00
=

+
+

=
+
+

=
→→→ x

x
xx
xx

x
x

xxx β
α

. 
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Қатынастың шегі нөлден өзгеше сан.Сонымен, βα , - реттері бірдей 
ақырсыз аз функциялар. 

2. Шекті табыңыз    
)31ln(

2lim
3 43

0 x
xx

x +
+

→
. 

Шешуі: .
3
1

3
lim

)31ln(
2lim

3 3

0

3 43

0
==

+
+

→→ x
x

x
xx

xx
 

3. 06,1 жəне 994,0    түбiрлердiң мəндерiн жуықтап есептеңіз.  

Шешуi: 2
1~1 xx ++ формуласын берiлген есепке қолдансақ, онда 

төмендегi жуық мəндердi аламыз: 
;03,1

2
06,01~06,01 =++  

997,0
2
006,01~006,01994,0 =−−= . 

 
1.1.5. Функцияның үзiлiссiздiгi 

)(xfy =  функциясы  нүктесiнде үзiлiссiз болу үшiн: 0x
1)  нүктесiнде функцияның анықталуы; 0x
2) жағдайда ақырлы  шегi болуы; 0xx →

3) Бұл шек  функцияның  нүктесiндегi мəнiне тең болуы, яғни 0x
                  )lim()(lim,)()(lim

000
0 xfxfxfxf

xxxxxx →→→
==                     (1.1.9) 

шарттары орындалу керек. 
(1.1.9) теңдiктен:   

[ ] 0)()(lim 0
0

=−
→

xfxf
xx

 

яғни 
                  0lim

0
=Δ

→Δ
y

x
                                          (1.1.10) 

(мұндағы )()(, 00 xfxfyxxx −=Δ−=Δ ) 

Егер берiлген )(xf  функциясының аргументiнiң шексiз аз өсiмшесiне 

функцияның да шексiз аз өсiмшесi сəйкес келсе, ол  нүктесiде  үзiлiссiз 
фнкция деп аталады. 

0x

Егер 
)()(lim)0( 000

0

xfxfxf
xx

==−
−→

 

шартты орындалса, функция  нүктесiнде сол жағынан үзiлiссiз, ал 0x
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)()(lim)0( 000
0

xfxfxf
xx

==+
+→

 

орындалса, )(xf   нүктесiнде оң жағынан үзiлiссiз функция деп аталады. 0x
)(xf функциясы  нүктесiнде үзiлiссiз болуы үшiн 0x

                               )()0()0( 000 xfxfxf =+=−                            (1.1.11) 
шарты орындалуы  қажетті жəне жеткiлiктi. 

Егер 
)()0()0( 000 xfxfxf ≠+=−                          

орындалса, онда  нүктесiн жөнделiнетiн үзiлiс нүктесi деймiз. 0x
Егер )0()0( 00 +≠− xfxf ,онда  жөнделмейтiн I-ші тектi үзiлiс 

нүктесi деп аталады, ал 
0x

)0()0( 00 +−− xfxf  санын )(xf  функциясының 

 нүктесiндегi секiрiсi дейдi. 0x
Жөнделетiн үзiлiс нүктелерi мен функцияның ақырлы секiрiсi бар болатын 

үзiлiс нүктелерiн бiрiншi тектi үзiлiс нүктелерi деп атайды. 
Егер  нүктесiнде 0x )(xf  функциясы анықталмаған жəне біржақты 

 шектерiнiң ең болмағанда бiреуi жоқ немесе 

шексiздiкке тең болса, онда  нүктесiн 

)0(,)0( 00 +− xfxf

0x )(xf  функциясының екiншi тектi 
үзiлiс нүктесi деп атайды. 

1.  функциясы 
2)( xxf = Rx∈  үшін үзіліссіз екенін дəлелдеңіз.  

Шешуі:       )(limlim)(lim 0
2

0

2
2

000

xfxxxxf
xxxxxx

==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛==

→→→

2xy = функциясы нүктесінде үзіліссіз, себебі үзіліссіздіктің үш 
шарты орындалады. 

0xx =

2.  функциясы берілген. ⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
<≤

<

=
.1,2

10,
,0,

)( 2

xегер
xегерx

xегерx
xf

Кез-келген Rx∈  үшін функцияны үзіліссіздікке зерттеңіз.. 

Шешуі: 1) 1,0, 000 ≠≠= xxxx болсын. Сонда )(xf  функциясы 

 нүктесінің маңайында  төмендегі элементарлық функциялардың біреуі 
болады: 
x0

у = x , (x < 0) ; y = x2 , (0 ≤ x <1) , y = 2 (x ≥1).  
Сондықтан x0  –үзіліссіздік нүктесі.
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2)Үзіліс  жəне 0=x 1=x нүктелерінде болуы мүмкін. 
,0lim)(lim)00(,00)0(

0,00,0

2 ===−==
<→<→

xxfff
xxxx  

)00()00()0(,00lim)(lim)00( 22

0,00,0
+=−=====+

>→>→
fffxxff

xxxx

Демек,  - үзіліссіздік нүктесі. 0=x
1=x . Бұл жағдайда 

22lim)01(,1lim)01(,2)1(
1,1

2
1,1

==+==−=
>→<→ xxxx

f f x f .

1 ≠ 2 ,онда (1.1.11) шарты орындалмайды жəне x = 1  нүктесі үзіліссіздік
нүктесі.болмайды. x =1 нүктесінде функция үзілісті болады.

f (1− 0) − f (1+ 0) = 1− 2 = 1, функцияның секірісі 1-ге тең. x =1  – 
бірінші текті үзіліс нүктесі.

 

1.2.БІР АЙНЫМАЛЫ ФУНКЦИЯНЫҢ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 
ЕСЕПТЕУЛЕРІ 

1.2.1. Туынды. Дифференциалдау ережелерi 
Қандай да болса бiр  аралығында анықталған функция],[ ba )(xfy =   берiлсiн. 

0x  деп x - тiң  аралығында кез- келген бiр мəнiн белгiлейiк. Аргумент ],[ ba x- 
тiң бастапқы  мəнi  0x -ге xΔ  өсiмшесiн берсек ( xΔ  өсiмшесi оң да, терiс те 
бола алады), аргументтiң жаңа мəнi  xx Δ+0 -ке келемiз.  

Аргументтiң жаңа мəнi де  аралығында болуы тиiс. Сонда берiлген  ],[ ba

)(xfy =  функциясы да жаңа мəн қабылдайды, ол  
)( 00 xxfyy Δ+=Δ+  

болады да, функцияның өсiмшесi  
)()( 00 xfxxfy −Δ+=Δ  

болады.  
Сонан кейiн функция өсiмшесiнiң аргумент өсiмшесiне қатынасын 

x
xfxxf

x
y

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ )()( 00  

табамыз. Əрине, бұл Қатынас  xΔ -тiң функциясы. 
Егер функция өсiмшесiнiң өзiнiң пайда болуына себепшi болған тəуелсiз 
айнымалының өсiмшесiне Қатынасының шегi болса, яғни 

                    x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

)()(limlim 00

00                               (1.2.1)
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бар болса, бұл шек )(xfy =  функциясының тəуелсiз айнымалы x  бойынша 

алынған  нүктесiндегi туындысы деп аталады, оны  немесе 0x y′
dx
dy

 
арқылы  

белгiлейдi, яғни  

x
yy

x Δ
Δ

=′
→Δ 0

lim  

Берiлген )(xf  функциясының туындысы )( xf ′ - тi iздеп табу амалы ол 
функцияны дифференциалдау деп аталады. Дифференциалдау ережелерi мен 
туындылардың қасиеттерi туралы iлiм дифференциалдық есептеу деп 
аталады.  

)(xfy =  функциясы  нүктесiнде үзiлiссiз болу үшiн ол функцияның сол 
нүктеде ақырлы туындысы болуы жеткiлiктi.  

0x

)(xfy =  қисығының абсциссасы -ге тең нүктесi арқылы жүргiзiлген 

жанаманың бұрыштық коэффициентi 
0x

)(xf  функциясының туындысы )( 0xf ′ -
ге тең болады, яғни 

                     
kxftgy xx =′==′ = )( 00

α                        (1.2.2) 

Демек, )(xf  функциясының графигiне  нүктесiнде жүргiзiлген 
жанаманың теңдеуi былай  жазылады: 

0x

                         ))(()( 000 xxxfxfy −′=−                               (1.2.3) 
Сондай-ақ  нүктесiндегi функция өзгерiсiнiң жылдамдығын жəне кез- 
келген t уақыт мезгiлiнде еңбек өнiмдiлiгiн туынды  деп түсiнемiз, 
функцияның туындысы болуы үшiн  

x

)()( '' xfxf +− =  теңдiгiнiң орындалуы қажеттi жəне жеткiлiктi, мұндағы 

         
x
yxf

x
yxf

xx Δ
Δ

=′
Δ
Δ

=′
+→Δ+−→Δ− 00

lim)(,lim)(                    (1.2.4) 

Егер )(xf  функциясының x  нүктесiндегi туындысы шексiздiкке тең 
болса ( )∞=′ )(xf ,онда )(xfy =  функциясының графигiне x нүктесiнде 
жүргiзiлген жанама Oх өсiне перпендикуляр болады.  

Егер )(,)( xvvxuu ==  туындылары бар  функциялар болып, 
 болса, онда негiзгi дифференциалдау ережелерi төмендегiдей 

болады:  
constc =

1)                  2) 0=′c vuvu ′±′=± )(                 3)  uccu ′=)(

4) uvvuuv ′+′=)(         5) )0(2 ≠
′−′

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ v

v
uvvu

v
u
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Егер )(xu ϕ=  функциясы  нүктесiнде дифференциалданса, ал 0x )(ufу =  

функциясы )( 00 xu ϕ=  нүктесiнде  дифференциалданса, онда күрделi 

функция ))(( xfy ϕ=   нүктесiнде дифференциалданатын функция деп 
аталып, оның туындысы былай табылады. 

0x

)()()( 000 xuuyxy xux ′⋅′=′                  (1.2.5) 

 
1.2.2. Элементарлық функцияларды дифференциалдау кестесі 

 

1)  ,)( 1 unuu nn ′⋅=′ −

 
2) uuu ′⋅′−′ )(cos)(sin  

3)  ,sin)(cos uuu ′⋅−=′ 4) ,
cos

)( 2 u
utgu
′

=′  

5) ,
sin

)( 2 u
uctgu
′

−=′
 

 

6) ,)(ln
u
uu
′

=′  

7) uaaa uu ′⋅⋅=′ ln)( , 
 

8)  ,)( uee uu ′⋅=′

9) ,
2

)(
u

uu
′

=′
 

 
10) 2

1
u
u

u
′

−=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  , 

11) ( ) ,
ln
1log u

au
ua ′⋅=′

 
 

12) ( ) ,
1

arcsin
2u

uu
−

′
=′  

13) ( ) ,
1

arccos
2u

uu
−

′
−=′

 
 

14) ( ) ,
1 2u

uarctgu
+
′

=′  

15) ( ) ,
1 2u

uarcctgu ′ =−
+
′

  16) Егер:
1) x0  нүктесiнде y = f (x)  функциясының нөлге тең емес туындысы f ′(x0 )
бар болса,
2) тура функция y = f (x) -ке керi функция x =ϕ(y)  бар болса,
3) бұл керi функция y0 = f (x0 )  нүктесiнде үзiлiссiз болса, онда x =ϕ(y)  
керi функцияласының y0  нүктесiнде туындысы бар жəне ол мына формула
бойынша табылады:

 Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 17



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

)(
1)(

0
0 xf

y
′

=′ϕ  

немесе 

                                                     x
y y

x
′

=′
1

                                            (1.2.6) 

[ ] )()( xxfy ϕ=  
функциясын дəреже-көрсеткiштiк функция деп атайды.  

Бұл функцияның туындысын табу үшiн логарифмдiк дифференциалдау 
тəсiлiн қолданады, яғни берiлген функцияны əуелi  логарифмдеп алып, соның 
нəтижесiнде  пайда болған функцияға ғана дифференциалдау ережелерiн 
қолданады. Логарифмдiк диф-ференциалдаудың нəтижесiн логарифмдiк 
туынды деп атайды. 

Осы айтылған тəсiлдi қолдансақ: 

[ ]

,
)(

)()()(ln)(

,)(ln)()(ln

,)(ln)(ln

xf
xfxxfx

y
y

xfxy

xfxy

′
+′=

′

′=′

=

ϕϕ

ϕ

ϕ

  

болады. 

Демек 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′⋅
+′=′

)(
)()()(ln)(

xf
xfxxfxyy ϕϕ  

немесе  

      
[ ]{ } [ ] ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ′⋅
+′=

′
)(

)()()(ln)()()( )()(

xf
xfxxfxxfxf xx ϕϕϕϕ

              (1.1.7)
 

1. Функцияның туындысын табыңдар: x

x

y 2

3

3
2

=  

Шешуі:       =
⋅⋅⋅−⋅⋅⋅

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=′ 22

2323

2

3

)3(
23ln32332ln2

3
2

x

xxxx

x

x

y  

             ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

−
=

−⋅
=

9
8ln

9
8

3
)9ln8(ln2

3
)3ln22ln3(32

2

3

4

23 x

x

x

x

xx

 

2. Функцияның туындысын табыңдар:  
xxy cos)(sin=

Шешуі   
+′=′=′== xxxxyxxxy x sinln)(cos)sinln(cos)(ln,sinlncos)ln(sinln cos  
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,
sin

cossinlnsin
sin

)(sincossinlnsin)sin(lncos
2

x
xxx

x
xxxxxx +−=
′

⋅+−=′+  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

′
⇒+−=

′
xx

x
x

y
y

x
xxx

y
y sinlnsin

sin
cos

sin
cossinlnsin

22
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′ xx

x
xxy x sinlnsin

sin
cos)(sin

2
cos

 

 
1.2.3. Айқындалмаған функцияның туындысын табу 

Егер x  пен -тiң арасындағы байланыс айқындалмаған түрде мына y

                                     0),( =yxF                                     (1.2.8) 

теңдеумен берiлсе, онда  туындысын табу үшiн: xy′
1) (1.2.8) теңдеудегi -тi y x -тен тəуелдi функция деп қарап теңдеудiң, сол  

жағынан  бойынша туынды алу керек; x
2) осы туындыны нөлге теңестiру керек, яғни    

0),( =yxF
dx
d

 

3) алынған теңдеудi  арқылы шешу керек y′

1. 0),( =−=
y
xarctgxyyxF  

айқындалмаған функцияның туындысын табу керек.  
Шешуi: )(xyy =  функциясы айқындалмаған 0),( =yxF  теңдеуiмен 

берiлiп тұр. Сондықтан 0))(,( ≡xyxF  теңбе-теңдiктi күрделi функция 
ретiнде x  аргументi бойынша дифференциалдап, сонда шығатын теңдеуден 

 туындысын есептеп шығарамыз, яғни y′

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′=

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

y
xarctgxy

y
xarctgxy )(

 

;
1

1
2

2

2 y
xyy

y
x

yxy
′−

⋅
+

= + ′ −

y + xy′ −
x
y

2

−
+

y
y
′x

2 = 0 ,
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бұдан  .
)1(
)1(

22

22

yx
y x yy′ =
+
−

+
−

 
1.2.4. Жоғары реттi туындылар 

Шектеулi )(xfy ′=′  туындысы бар )(xfy=  функциясын қаралық. Бұл 

 туындының өзi тəуелсiз айнымалы -тiң функциясы болып 
табылады, сондықтан одан тағы да  бойынша туынды алуға болады. Сонда 

)( xf ′ x
x

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′′=′′

dx
dy

dx
dxfy ))(()(  

Əдетте, бұл былай жазылады: 

2

2

)(
dx

ydxfy =′′=′′  

1. Мына  функциясының екiншi реттi туындысын табыңыз? xarctgy 2=

Шешуi: 2222

2

2 )41(
16

)41(
)41(2;

41
2

x
x

x
xy

x
y

+
−=

+
′+−

=′′
+

=′  

 
1.2.5. Қисыққа жүргiзiлген жанама туралы есептер 

)(xfy =  қисығына осы қисықтың нүктесінде жүргізілген 
жанаманың бұрыштық коэффициенті 

);( 00 yx
)(xf  функциясы туындысының  

нүктедегі мəніне тең: 
0x

0
)( 0 xxyxftgk =′=′== α  

 Қисыққа М нүктесінде жүргізілген жанама:  );( 00 yx
))(()()( 000 xxxfxfxf −′=−  

1.  функциясының графигiне абсциссасы 
2)( xxxf −= 10 =x  

нүктесiнде жүргiзiлген  
жанама OX  өсiмен қандай бұрыш жасайды? 
Шешуi: 1121)1(,21)( −=⋅−=′−=′ fxxf ,   

01351 =⇒−= ααtg  

2. 1
3)(

−
+

=
x
xxf

 
функциясының графигiне оның  өсiмен қиылысу 

нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуiн жазыңыздар. 

OY

Шешуi:  Əуелi өсiмен қиылысу нүктесiн табалық. OY
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Ол үшiн  деп қабылдап, 00 =x 3)( 00 −== xfy  табамыз. Ендi 
жанаманың бұрыштық коэффициентiн табамыз: 

4)0()(,
)1(

4)( 02 −=′=′
−

−=′ fxf
x

xf  

Олай болса ( )3;0 −  нүктесiнде жүргiзiлген жанаманың теңдеуi: 
.34)0(43 −−=−−−= xxY  

 

 
1.2.6. Функцияның дифференциалы 

Анықтама: Аргумент өсiмшесi xΔ -ке сəйкес )(xfy =  функциясының 

 нүктесiндегi дифференциалы деп 0x )( 0xdf  немесе  
белгілерімен белгiленетiн 

)( 0xdy
xxf Δ′ )( 0  санын айтады. 

Сонда анықтама бойынша   

                      xxfdy Δ′= )( 0                               (1.2.9) 

Егер )(xfy =  функциясы  интервалының кез - келген ),( ba x 
нүктесiнде дифференциалданатын болса, онда (1.2.9) формуласы мына түрде 
жазылады: 

                     
xxfdy Δ⋅′= )(

                                   (1.2.10) 

мұндағы xxxdxx Δ=Δ′==Δ , демек  

                                   dxxfdy )(′=                                      (1.2.11) 

1.  функциясының өсімшесін жəне туындысын табыңыз.. xxy −= 22
Шешуі:  

1-ші əдіс:  222 )(2)14()2()()(2 xxxxxxxxxy Δ+Δ−=−−Δ+−Δ+=Δ
Сонымен,   dxxxxdy )14()14( −=Δ−= . 
2-ші əдіс:    dxxdxydyxy )14(,14 −=′=−=′ . 

2.  функциясының xxy −= 22 1=x  жəне 01,0=Δx  болғандағы yΔ   
жəне dy -ті табу керек.  

Шешуі:  ,0302,0)01,0(201,03)(2)14( 22 =+⋅=Δ+Δ−=Δ xxxy
0300,001,03)14( =⋅=Δ−= xxdy . 

Дифференциалды жуықтап есептеутеулерге қолдану. Егер аргументтің xΔ  
өсімшесі абсолют шама бойынша аз болса, онда )(xfy = функцияның dy  
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дифференциалы жəне функцияның өсімшесі Δy  жуық шамамен бір-бірімен

тең , Δy ≈ dy , яғни f (x+Δx) − f (x) ≈ f ′(x) ⋅Δx. Бұдан

 f (x + Δx) ≈ f (x) + f ′(x) ⋅ Δx  (1.2.11) 

 
1.2.7. Лопиталь ережесi 
10 Анықталмағандық ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0 . Егер 0)(lim)(lim ==

→→
xxf

axax
ϕ

  
жəне 

туындыларының қатынасының а нүктедегі шегі бар болса, онда  
  

 

)(
)(lim

)(
)(lim

x
xf

x
xf

axax ϕϕ ′
′

=
→→

. 

20 Анықталмағандық ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ . Егер ∞=∞=

→→
)(lim,)(lim xxf

axax
ϕ

 
 жəне 

туындыларының қатынасының а нүктедегі шегі бар болса, онда  

)(
)(lim

)(
)(lim

x
xf

x
xf

axax ϕϕ ′
′

=
→→

.   

30  анықталмағандықтар алгебралық түрлендірулер 

арқылы 

00,1,,0 ∞∞−∞∞⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞  жəне ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

 
анықталмағандықтарына келтіріледі. 

а) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

 
түрiндегi анықталмағандықтарды айқындау (ашу). 

Егер 0)(lim)(lim ==
→→

xxf
axax
ϕ  болса, онда  

                  )(
)(lim

)(
)(lim

x
xf

x
xf

axax ϕϕ ′
′

=
→→

                       (2.8.1) 

Егер соңғы шек ax →  жағдайда тағы да ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0  түрiнде болса, онда осы 

процестi əрi қарай соза беремiз, яғни шек анықталған мезгiлде x -тiң орнына 
мəнiн қойып қорытынды шығарамыз. 

Мысалдар қарастырайық. 

1. Шектi табыңыздар:     tgx
x

x

cos1lim
0

−
→  

Шешуi: Бұл шекте 0→x  жағдайда ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0

 
түрiндегi анықталмағандық 

шығады. Сондықтан Лопиталь ережесiн қолданамыз, яғни 
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0
1
0

cos
1

sinlim
)(

)cos1(limcos1lim
2

000
===

′
′−

=
−

→→→

x

x
tgx

x
tgx

x
xxx  

2. Шектi табыңыздар:       
ctgx

x
x

lnlim
0→

 

Шешуi: Бұл шекте анықталмағандықтың түрi ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞ . Демек, Лопиталь 

ережесiн қолданамыз, яғни 
( )
( )

;cossinlim

sinlimlnlimlnlim

0
1

2
0

2

000

=−=

=−=′

′
=

→

→→→

xx

x
x

ctgx

x
ctgx

x

x

xxx

 

3. ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→ 1
11lim

0 xx ex                
шегiн табыңыздар. 

Шешуi:          =
+−
−

=
−
−−

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→→→ xx

x

xx

x

xxx xee
e

ex
xe

ex 1
1lim

)1(
1lim

1
11lim

000
 

;
2
1lim

0
=

++
=

→ xxx

x

x xeee
e

 

 
1.2.8. Функцияның өсуi мен кемуi 

Егер )( xfy =  функциясы  аралығында дифференциалданатын 
функция жəне барлық  үшiн оның туындысы 

),( ba
),( bax∈ )0)((0)( <′>′ xfxf  

болса, онда осы аралықта )( xfy =  функциясы өспелi (кемiмелi) болады. 

1.      функциясының өсетiн жəне кемитiн аралығын 
табыңыздар? 

32)( 2 +−= xxxf

Шешуi: Функцияның туындысын тауып, оны нөлге теңестiрейiк, яғни 

.10)1(2
)1(222)(

=⇒=−
−=−=′

xx
xxxf

 

Сонда, сан түзуiнде  жəне )1;(−∞ );1( ∞+  аралықтары табылады.  
Егер )1;(−∞∈x , онда 0<′y . Сондықтан бұл аралықта )(xfy =  
функциясы кемидi. Егер );1( ∞+∈x , онда 0>′y . Демек, берiлген функция 
бұл аралықта өседi.  

2. 
3

1)(
+

=
x

xf
    

функцияның өсетiн жəне кемитiн аралықтарын 

табыңыздар. 
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Шешуi: );3()3;()( ∞+−∪−−∞=yD .     3,
)3(

1)( 2 −≠
+

−=′ x
x

xf  

0)( <′ xf , егер  болса. Сондықтан берiлген 3−≠x )(xf  функциясы 
 жəне  аралығында кемiмелi болады. )3;( −−∞ );3( ∞+−

3.  функциясын монотондылыққа зерттеңіз. xxy 33 −=
Шешуі: . )1)(1(333 2 +−=−=′ xxxy )1;( −∞−  аралығында 0>′y , 

аралығында , ал )1;1(− 0<′y );1( ∞+  аралығында 0>′y .Демек, берілген 
функция )1;( −∞−  жəне );1( ∞+  аралықтарында өспелі, аралығында 
кемімелі. 

)1;1( +−

 
1.2.9. Функцияның экстремумдары 

Айталық, 0)(,0)( 00 ≠′′=′ xfxf  болсын. Сонда  экстремум нүктесi 
болады. Сонымен  бiрге

0x

0)( 0 <′′ xf  болғанда, максимум нүктесi де, 
ал болғанда, минимум нүктесi болады. 

0x

0)( 0 >′′ xf 0x

Төмендегi функцияларды экстремумға зерттеңіздер: 
1. . xxxf 12)( 3 −=

Шешуi:  туындысын тауып, оны нөлге теңестiрiп )(xf ′ 2,2 21 =−= xx  

түбiрлерiн табамыз, яғни xxf
xxxxxf

6)(
2,20123,123)( 21

22

=′′
=−=⇒=−−=′

 

Сонда f ′′(−2)<0 , f ′′(2)>0
Демек, x =− 2  нүктесiнде f (x) - тiң максимум, x =2  нүктесiнде -

минимумы бар болып шықты:
 ymax = y(−2) =− 8 + 24 =16 , ymin = y(2) =8 − 24 = −16 

 
1.2.10. Қисықтың дөңестiгiнiң бағыты жəне иiлу нүктелерi 

Айталық, )(xfy =  функциясы  интервалында екi рет 
дифференциалданатын болсын, онда барлық 

),( ba
x∈ (a , b)  үшiн f ′′(x) < 0 

орындалғанда функцияның графигi дөңес болады. Ал барлық x ∈ (a , b ) 
үшiн f ′′(x) > 0  болса, онда (a , b )  интервалында f (x)  функциясының
графигi ойыс болады.
Айталық (a , b )  интервалында y= f(x) функциясының екiншi реттi үзiлiссiз
туындысы бар болсын дейiк, сонда M 0 (x0 , f (x0 ))  нүктесi функция
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графигiнiң иiлу нүктесi болса, онда 0)( 0 =′′ xf  болады. Ал 0)( 0 ≠′′ xf  болса, 
онда иiлу нүктесi жоқ деймiз. 

Сонымен, ойыстан дөңеске немесе дөңестен ойысқа ауысатын шекарадағы 

 нүктесiн берiлген ))(,( 00 xfx )(xfy =  функциясының иiлу нүктесi деп 
атайды. 

Демек, берiлген функцияның графигiнiң ойыс, дөңес  аралығын жəне иiлу 
нүктелерiн табу үшiн: 

1) берiлген функциядан екiншi реттi туынды ))(( xf ′′  табу керек, 
2) екiншi туынды нөлге айналатын )0)(( =′′ xf  немесе жоқ болатын 

нүктелердi табу керек 
3) табылған нүктелердiң оң жəне сол жақтарындағы екiншi реттi 

туындының таңбасын анықтау керек те, əрбiр интервалдарға ойыс, дөңес 
жəне иiлу нүктелерiн табу керек. 

4) иiлу нүктесiндегi функцияның  мəнiн табу керек. 
Мына төменде берiлген функциялардың ойыс, дөңес аралықтарын 

жəне иiлу нүктелерiн табыңдар: 
1.  53911)( 23 ++−= xxxxf
Шешуi: Берiлген функциядан бiрiншi жəне екiншi туынды табалық: 

,39223)( 2 +−=′ xxxf     ,226)( −=′′ xxf     
3
1102260)( =⇒=−⇔=′′ xxxf  

Егер ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞−∈

3
11,x , онда 0)( <′′ xf . Демек қисық дөңес болады, ал 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∈ ,

3
11x , онда . Бұл жағдайда қисық ойыс. Функцияның 0)( >′′ xf

3
11

=x
 
нүктесiндегi мəнiн табалық, яғни  12

3
11

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛f . 

Сонымен, )(xfy=  функциясының ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 12;

3
11M

 
нүктесi иiлу нүктесi болады. 

2.  
2

)( xexf −=

Шешуi:  екiншi туындысы 

нөлге теңестiрiп, екiншi тектi сындық  нүктелер 

22
)24()(,2)( 2 xx exxfxexf −− ⋅−=′′−=′

2
1

1 −=x  жəне 
2

1
2 =x  

табамыз.
Бұл нүктелер сан түзуiн (−∞;x1) , (x1;x2 ) , (x2;+∞)  аралықтарға

бөледi. Əрбiр аралықтағы f ′′(x) -тiң таңбасы сəйкес +, - , + екенiн
байқаймыз.
Сондықтан:
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1) егер ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∞+∪⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈ ;

2
1

2
1;x  болса, онда қисық ойыс; 

2) егер  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∈

2
1;

2
1x

 , онда қисық дөңес болады. 

Иiлу нүктесi .1;
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

e  

 
1.2.11. Қисықтың асимптоталары 

Егер )(xfy =  функциясы үшiн  немесе  
шектерiнiң ең болмағанда бiреуi 

)(lim
0

xf
ax +→

)(lim
0

xf
ax −→

∞+ - ке не ∞− -ке тең болса, онда ax =  түзуi 
функция графигiнiң тік асимптотасы деп аталады. 

by =  түзуi )(xfy=  қисығының көлденең асимптотасы  болуы үшiн   
bxf

x
=

∞+→
)(lim   (немесе  ) bxf

x
=

∞−→
)(lim

болуы қажетті жəне жеткiлiктi. 
bkxy +=  түзуi )(xfy =  функциясының графигiнiң көлбеу 

асимптотасы болу үшiн ақырлы шектер 

k
x
xf

x
=

∞→

)(lim  

пен 
bkxxf

x
=−

∞→
))((lim

 
бар болуы қажеттi жəне жеткiлiктi. 

1. x
x

xxfy 3
1

3)( +
−

==  қисығының асимптоталарын табу керек. 

Шешуі: Қисықтың тік асимптотасы 1=x , себебі 
∞+=∞−=

+→−→
)(lim;)(lim

0101
xfxf

xx
.  

Көлбеу асимптотасын іздейік  

,3
)1(

3lim
3

1
3

limlim
2

=
−

=
+

−==
∞±→∞±→∞±→ xx

x
x

x
x

x

x
yk

xxx
 

.333
1

3lim))((lim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
=−=

∞±→∞±→
xx

x
xkxxfb

xx
 

Сонымен y = 3x + 3  түзуі көлбеу асимптотасы болады. 
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1.2.12. Функцияның графигiн салу 
Функцияны зерттеп оның графигiн салудың жалпы схемасы: 
I - функцияның анықталу облысын табу; 
II - функцияның графигiнiң координаталар өсiмен қиылысу  нүктелерiн 

табу; 
III - функцияның жұп, тақ болуын тексеру 
IV - функцияның экстремумын жəне өсетiн, кемитiн аралықтарын табу. 
V - функцияның графигiнiң ойыс, дөңес аралықтарын жəне  иiлу 

нүктелерiн табу; 
VI - функция графигiнiң асимптоталарын табу; 
VII а)  Егер анықталу облысы  аралығы болса, онда  ],[ ba )(af  жəне 

)(bf  мəндерiн есептеу керек; 
б) Егер анықталу облысы    аралығы болса, онда  мына  төмендегi 

шектердi табу керек: 
),( ba

)(lim,)(lim
00

xfxf
bxax −→+→

 

с) Егер функция  cx =  нүктесiнде үзiлiстi болса, онда бiржақты 
шектердi табу керек, яғни 

)(lim,)(lim
00

xfxf
cxcx −→+→

 

1. 1
1)( 2

2

−
+

=
x

xxf
   

 функциясының графигiн салыңыз. 

Шешуi: 1. Бұл функция анықталу үшiн оның бөлiмi нөлге тең болмау 
керек 

.1101 2,1
22 ±≠⇒≠⇒≠− xxx  

Демек 
);1()1;1()1;()( ∞+∪−∪−−∞=yD  

Сонымен сан түзуiнiң 1±=x  нүктелерiнен басқа барлық нүктелерінде 
берiлген функция анықталған.  

2. )(xf  функциясы ордината өсiмен )1;0( −  нүктесiнде қиылысады, ал 
)(xf =0 теңдеуiнiң шешiмi жоқ болғандықтан функцияның графигi  

өсiмен қиылыспайды. 
OX

3. )(
1
1

1)(
1)()( 2

2

2

2

xf
x
x

x
xxf =

−
+

=
−−
+−

=−  теңдiгi орындал-ғандықтан 

функция жұп болады. Сондықтан оның  графигi ОУ өсiне қарағанда 
симметриялы болады. 

4. Зерттелiп отырған функцияның экстремумын табайық, ол үшiн 

=
−

⋅+−−
=′

22

22

)1(
2)1()1(2)(

x
xxxxxf  

2222

33

)1(
4

)1(
2222

−
−

=
−

−−−
=

x
x

x
xxxx

 

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 27



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

=
−

⋅−⋅⋅+−−
=′′

42

222

)1(
2)1(24)1(4)(

x
xxxxxf  

32

2

32

2

32

22

)1(
)31(4

)1(
412

)1(
1644

−
+

=
−
+

=
−
++−

=
x

x
x

x
x

xx
 

Бiрiншi реттi туындыны нөлге теңеймiз:  00)( =⇔=′ xxf , 

ал , яғни 04)0(// p−=f 0=x  нүктесiнде функцияның максимумы бар, 
яғни  Берiлген функция .1)0(max −== yy )1;( −∞−  жəне  аралығында 
өседi, себебi бұл аралықтарда 

)0;1(−
.0)( >′ xf  Ал  жəне  аралығында 

функция  кемидi, өйткенi
)1;0( );1( ∞+

0)( <′ xf . 
5) x - тiң ешқандай мəнiнде екiншi реттi туынды нөлге айналмайды. 

Сондықтан иiлу нүктесi жоқ. Функцияның графигi  жəне )1;( −∞− );1( ∞+  
аралығында ойыс болады, себебi 0)( >′′ xf , ал )1;1(−  аралығында  дөңес, 
өйткенi . 0)( <′′ xf

6) Функцияның  тік асимптоталарын табайық: 

;
1
1lim,

1
1lim 2

2

012

2

01
∞−=

−
+

+∞=
−
+

−→+→ x
x

x
x

xx
 

Демек 1=x  түзуi функция графигiне тік асимптота болады. Сондай-ақ 
функция графигiнiң симметриялы екенiн ескерсек, 1−=x  түзуi де тік 
асимптота болады, ал  

1
1

1lim)(lim 2

2

=
−

+
=

∞±→∞±→ x
xxf

xx
 

Сондықтан 1=y  түзуi функцияның көлденең асимптотасы болады.  
Көлбеу асимптотасын iздейiк: 

;0
6
2lim

13
2lim

1)1(2
2lim

))1((
)1(lim

)1(
1lim)(lim

22

2

2

2

2

==
−

=
⋅−+⋅

=

=
′−

′+
=

−
+

==

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

xx
x

xxx
x

xx
x

xx
x

x
xfk

xxx

xxx

 

( )
( )
( )

1
2
2

1

1

1
1

2

2

2

2

==′
−

′
+

=

=
−
+

=−=

∞→∞→

∞→∞→

x
x

x

x

x
xkxxfb

xx

xx

limlim

lim))((lim

 

Сонымен функцияның графигiнiң көлбеу асимптотасы жоқ. 
Мiне, осы айтылғандардың барлығын еске алып, функцияның графигiн 
саламыз (1 сурет). 
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1.3. БІР АЙНЫМАЛЫЛЫ ФУНКЦИЯНЫҢ  ИНТЕГРАЛДЫҚ 
ЕСЕПТЕУЛЕРІ 

1.3.1. Анықталмаған интеграл. Тікелей интегралдау. 
Анықталмаған интегралдың қасиеттері: 
( ) )(')( xfdxxf =∫  

( ) dxxfdxxfd )()( =∫  

∫∫ = dxxfkdxxkf )()(  

CxFxdF +=∫ )()(  

( ) ∫ ∫∫ ∫ ±=± dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  
Негiзгi интегралдардың кестесi: 

1. , ∫ =⋅ Cdx0

2. , ∫ += Cxdx

3. ∫ ≠+
+

=⋅
+

0
1

1
α

α

α
α ,Cxdxx , 

4. ∫ += CxLn
x

dx
, 

5. 
1,0(

,
ln
≠>

+=+= ∫∫
aa

CedxeC
a

adxa xx
x

x

 

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 29



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

6. , ∫ +−= Cxxdx cossin

7. , ∫ += Cxxdx sincos

8. ∫ += Cx
x

dx tg
cos2 , 

9. ∫ +−= Cxdx
x

dx ctg
sin 2 , 

10. ∫ +−=
+

Cx
x

dx arcctg21 , 

11. ,arccosarcsin CxCx
x

dx
+−=+=

−
∫ 21

, 

12. ∫ +=
+

C
a
x

axa
dx arctg1

22 , 

13. ∫ +
+
−

=
−

C
ax
ax

aax
dx ln

2
1

22 , 

14. ∫ +=
−

C
a
x

xa

dx arcsin
22 , 

15. ∫ +±+=
±

Ckxx
kx

dx 2
2

ln , 

16. [ ]∫ +++++=+ Ckxxkkxxdxkx 222

2
1 ln( , 

17. ∫ +−=⋅ Cxdxx coslntg , 

18. ∫ +=⋅ Cxdxx sinlnctg , 

19. ∫ +
−

+=⋅− Cxax
a
xadxxa

22

222
22 arcsin . 

Жалпы жағдайда кестеде келтiрiлген интегралдардың дұрыстығын 
интегралдың 1-шi қасиетiн пайдаланып тексеруге болады.  

1. Интегралдарды табыңыз 

1. ( )∫ −++ dxxxx x323 sin , 

2. ∫ ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++− dx

x
x

x
192 1cos ,
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Шешуi: Интегралдың 5-шi қасиетiн жəне кестелiк интегралдарды 
пайдалансақ, онда  

1)  

( )
Cxxxxdxxdx

dxxdxxdxxxx
x

x

x

++−⋅+=−+

++=−++

∫ ∫

∫ ∫∫

3
3

3
4

4
3

232
4

2
1

33

ln
cossin

sin

, 

2)    
Cxxxxdxdxx

x
x

dxdx
x

x
x

+++−=++

+−=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
++−

∫ ∫

∫ ∫∫
−

192219

21912

2
1

sinln

coscos

. 

2. Интегралдарды табыңыз 

а) ∫
+− dx

x
xxx

2

222

5
423

cos
ctgsincos

,        б) 
( )
∫

− dxx

xx

6
23

2

. 

Шешуi: Интеграл белгiсiнiң астындағы функцияны түрлендiрiп, содан 
кейiн кестелiк интегралдарды пайдаланамыз. 

а) ∫ ∫ +
−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+− dx

x
xdxdx

x
x

x
x

2

2

2

2

2

2 1
5
2

5
3

5
4

5
2

5
3

cos
cos

cos
ctg

cos
sin

∫  

=+−+=
⋅

+ ∫∫ ∫∫ x
dx

x
dxdxxdx

xx
x

2222

2

5
4

5
2

5
2

5
3

5
4

sincoscossin
cos

CxxxCxxxx +−−=+−−+= ctgtgctgtg
5
4

5
2

5
4

5
2

5
2

5
3

 

б) ∫ ∫ =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

⋅
+⋅⋅− dxdx

xx

x

xxxx

3
22

2
3

32
22323 22

)(  

Сx

xx

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3
2ln

3
2

2

2
3ln

2
3

; 
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1.3.2. Белгісізді ауыстыру əдісі 
Анықталмаған интегралға )(tx ϕ=  ауыстыруын жасап, оны мына түрге 

келтiрелiк: 

                
∫ ∫ ⋅=

=
=

= dtttf
dttdx

tx
dxxf )('))((

)('
)(

)( ϕϕ
ϕ
ϕ

              (1.3.1) 

Осы (1.3.1) формуласын интегралдағы айнымалыны ауыстыру формуласы 
дейдi. 
Айнымалыны ауыстыру формуласының ең қарапайым түрi: 

1)  ∫ ++=+ CbaxF
a

dxbaxf )()( 1
                                               (1.3.2) 

   2) ∫ += Cu
u
duu ln'

                                                                 (1.3.3) 

Төмендегi интегралды табыңдар: 

1. ( )dxx∫ −3 32  
Шешуi: (1.3.1) формуласы бойынша: 

( )

( )

∫ ∫∫ ==⋅=

−=

=

=−

=− dttdttt

xt

dttdx

tx

dxx 3
2

3
1

2

3

3
2
3

2
3

32

2
3

32

32  

( ) ( ) CxCxCt
+−⋅=+−⋅=+⋅= 3 4

4
32

8
332

8
3

42
3

3
4

 

Берiлген есептегi интеграл таңбасының астындағы дəрежелiк функция, 

яғни 3
1

32 )( −x . Ендi (1.3.2) формуласына назар аударсақ, мұнда 
. Демек, бұл интегралды (1.3.2) формуласын қолданып , бiрден 

есептеуге де болады, яғни  
32 −== ba ;

( )∫ +−⋅=+
+

−
⋅=−

+

CxCxdxx 3 4
1

3
1

3
1

32
8
3

1
3
1

32
2
132 )()( . 

2.  ∫  + xdxx )1cos( 2

Шешуi:  ==
==

=+=+
=+ ∫∫ tdtdtxdxdtxdx

dtxdtx
xdxx cos

2
1

2
,2

)1(,1
)1cos(

22

2  

CxCt ++=+= )1sin(
2
1sin

2
1 2 . 

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 32



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ,  Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

3. ∫
−12xx

dx
 

Шешуi:         

;C1arcsinarcsin

111

11

1 2

2

2

x
Ct

t
dt

dt
tt

ddx

t
xt

x
xx
dx

+=+=

=
−

=
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=⇒=
=

− ∫∫

mm

m

 

 
1.3.3. Бөліктеп интегралдау əдісі 

Айталық, )(,)( xvvxuu ==  үзiлiссiз, дифференциалданатын функциялар 
болсын. Сонда 

                                vduudvvud +=⋅ )(  
бұдан 

                                vduuvdudv −= )( . 
Осы теңдiктiң екi жағын интегралдап, мынаны табамыз: 

             
duvuvudv ∫∫ −=                                    (1.3.4) 

(1.3.4) формуласын бөлiктеп интегралдау формуласы дейдi. 
Интегралдарды табыңыздар: 

1.  xdxx∫ ln

Шешуi:            −=

=⇒=

=

===

=

=

∫ ∫

∫ xx

vxdvxdx

dvxdx

dx
x

dxxxddu

xu

xdxx ln
)'(ln)(ln

ln

ln
2

2

1
2

2

 

∫∫ +−=−=⋅− Cxxxxdxxxdx
x

x
4

ln
22

1ln
2

1
2

2222

 

2.  dxxex∫ ⋅cos

Шешуi:           
∫∫

∫ ∫∫
−+=+⋅=

=⋅⋅−==⋅

xdxexexexdexe

dxexxexdedxxe

xxxxx

xxxx

coscossin)(cossin

sinsin)(sincos
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Бұдан              ∫

∫
++=

++=⋅

Cxxexdxe

Cxxedxxe
x

x

xx

)cos(sincos

,)cos(sincos

2

2

 
3. dxax∫ ⋅± 22

 

Шешуi:   =
+

+
+

=
+

+
=⋅+ ∫ ∫∫∫ 22

2

22

2

22

22
22

ax
dxx

ax
dxadx

ax
axdxax  

∫ =
+

+++=
22

2
222 ln

ax
dxxaxxa  

∫ +−++++=

+=

=
+

=⇒=

= dxaxaxxaxxa

axv

dv
ax

xdx
dudxux

2222222

22

22
ln

∫ +±++
±

=± Caxxaaxxdxax 22
222

22 ln
22

.               (1.3.5) 

 
1.3.4. Жай рационалдық функцияларды интегралдау 

1. Егер бүтiн рационалдық функция  

n
nn axaxaxf +++= − ...)( 1

10  
берiлсе, оны бiрден интегралдауға болады, атап айтқанда: 

;......)( Cxax
n
a

dxadxxadxxf n
n

n
n +++

+
=++= ∫∫∫ +10

0 1  

2. Егер интеграл астындағы функция бұрыс бөлшек болса, онда  алымын 
бөлiмiне бөлiп, бүтiн бөлiгiн бөлiп шығару керек. 

3. Егер ax
A
±

  бөлшегi берiлсе, оның интегралы былай табылады: 

                       .ln∫ ∫ +±⋅=
±

⋅=
±

CaxAdx
ax

Adx
ax

A 1
                           (1.3.6) 

4. Егер ( )
)( 0≥

−
k

ax
A

k  берiлсе, x -тiң ( )a,∞−  жғне ( )∞+,a  

аралығындағы барлық мəндерi үшiн оның интегралы былай табылады: 
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( )
( ) ( )

( )
.

)(

)(

C
axk

A

C
k
axAaxdaxA

ax
Adx

k

k
k

k

+
−⋅−

=

=+
+−

−
=−−=

−

−

+−
−∫∫

1

1

1

1
 

1. ∫ +− 211 ))(( xx
xdx

 

Шешуi: Интеграл астындағы функция былай жiктеледi. 

2
21

2 11111 )())(( +
+

+
+

−
=

+− x
B

x
B

x
A

xx
x

 

Мұндағы А, В1, В2 анықталмаған белгісіз коэффициенттер. Оларды табу 
үшін теңбе - теңдіктің екі жағын ортақ бөлімнен босатып жібереміз де,екі 
жақта тұрған көпмүшелердегі х-тің бірдей дəрежелерінің коэффициенттерін 
бір - біріне теңестіріп, белгісіз коэффициенттер бойынша теңдеулер жүйесін 
аламыз. Одан табылған коэффициенттерді орнына қойып, интегралды 
табамыз.  

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−−
=+

=+

−−+⋅++⋅+≡

−++−++≡

0
12

0
2

1111

21

2

1

212
2

1

21
2

BBA
BA

BA
BBAxBAxBAx

xBxxBxAx

)()()(

)())(()(

 

Сонымен 
2
1

4
1

4
1

21 =−== BBA ,, . 

Осы белгiсiз коэффициенттердi табудың  2-əдiсi де бар. Ол үшiн ыңғайына 

байланысты х - ке мəндер бередi, яғни 1=х  болса, онда 4
141 =⇒= AA , ал 

 болса, онда    1−=x

.
2
121 22 =→−=− BB     Ал 0=х   болса, онда   

021 =−− BВА  бұдан  
4
1

21 −=−= BАB .  

Демек,           =
+

+
+

−
−

=
+− ∫∫∫∫ 22 12

1
14

1
14

1
11 )())(( x

dx
x
dx

x
dx

xx
xdx

 

=+
+

−+−−= C
x

xx
)(

lnln
12

11
4
11

4
1

C
xx

x
+

+
−

+

−
=

)(
ln

12
1

1
1

4
1  
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1.3.5. Квадрат үшмүшелігі бар кейбір интегралдар 

I. Мына              ∫ ++
+ dx

Cbxax
NMx

2  

түрдегi интегралдарды есептеу үшiн квадрат үшмүшелiктi мынадай түрге 
келтiру керек: 

                                                              (1.3.7) l++=++ 22 )( kxaCbxax
мұндағы  жəне  тұрақты сандар. k l
(1.3.7) түрiндегi түрлендiру жасау үшiн квадрат үшмүшеліктен толық квадрат 
бөлiп шығару əдiсiн қолдану керек. 

Интегралдарды табыңыздар: 

1. ∫ ++ 12 xx
dx

 

Шешуi: Интеграл астындағы үшмүшелiктi 4
3

2
1 2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +x  түрiнде жазалық: 

∫ ∫∫ =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
++ 2222

2
3

2
1

2
1

4
3

2
11

x

xd

x

dx
xx

dx  

CxarctgC
x

+
+

=+
+

=
3

12
3

2

2
3
2
1

2
3

1 arctg  

2. ∫ −+
+ dx
xx

x
26

85
2  

Шешуi: 

=
+−

+
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+
=

−+
+

∫∫∫ ))((
)()(

2312
85

3
2

2
16

85
26

85
2 xx

dxx

xx

dxxdx
xx

x
 

( ) ( )
=

−==⇒
⎩
⎨
⎧

=−
=+

−++≡+
+

+
−

=
+⋅−

+

=

23
82

523
122385

23122312
85

BA
BA

BA
xBxAx

x
B

x
A

xx
x

,

)()(  

Х-тің бірдей дəрежелерінің алдындағы  коэффициенттерді теңестiрдiк 

.lnln Cxx

dx
xx

dx
x
dx

x
dx

++−−=

=
+

−
−

=
+

−
−

= ∫ ∫ ∫∫
23

3
212

2
3

23
3

3
2

12
2

2
3

23
2

12
3
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II.  ∫
++

+

Cbxax

dxNMx
2

)(
 

түріндегi интегралдар, жоғарыдағы əдiс бойынша, 14-ші немесе 15-ші 
кестелік интегралға келтiрiледi. 

Интегралдарды табыңдар: 

3. ∫
−+ 2232 xx

dx
, 

Шешуi: 

∫∫ =

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

=
−+ 22

4
3

16
252

1

232
x

dx

xx

dx

 
,arcsin Cx

+
−

=
5

34
2

1
 

4. ∫
++

+

22

3
2 xx

dxx )(
 

Шешуi: 

∫ ∫∫ =
++

+
++

+
=

++

+

11
2

22

22
2
1

22

3
222 )(

)()(

x

dx

xx

dxx

xx

dxx
 

           .ln Cxxxxx ++++++++= 221222 22  

III.  ∫
+++ Cbxaxnmx

dx
2)(

 

түріндегi интегралдарға t
nmx

=
+ )(

1
 алмастыруын жасау арқылы II түрiндегi 

интегралдар алуға болады.  

5. ∫
++ 11 2xx

dx

)(
 интегралды табыңдыздар: 

Шешуi:  

=
−=

=+⇒=
+=

++
∫

dt
t

dx

t
xt

x
xx

dx

2

2 1

11
1

1

11)(
 

∫∫ =

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
+−

−=

4
1

2
1

2
1

2
1

221 22

t

td

tt

dt  
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=++−+−−= Cttt
2
1

2
1

2
1 2ln  

.
)(

ln C
x

xx
+

+
++−

−=
1

121
2

1 2

 

IV.  ∫ ++ dxCbxax2
 

түріндегi интеграл үшмүшелiктi түрлендiру, яғни толық квадрат бөлiп алу 
əдiсiн пайдаланып,келесі формулалардың бiреуiне келтiрiледі: 

1) ∫ ++−=− ,arcsin
22

2
2222 C

a
xaxaxdxxa  

2) ∫ +++++=+ ,ln
22

222 CAxxAx A dx x x A

 
1.3.6. Кейбір иррационалдық функцияларды интегралдау 

Интеграл         ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
+ dx

bxa
baxхR n

11
,  

түрiнде берiлген. Мұндағы ,Nn∈  символ R жақша iшiндегi шамаларға тек 
рационалдық амалдар ғана қолданылатынын бейнелейдi. 

Егер айнымалыға                     t
bxa
bax

n =
+
+

11
 

Ауыстыру жасағанда       dt
taa
btbdx

taa
btbxt

bxa
bax

n

n

n

n
n

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−

=
−
−

==
+
+

1

1

1

1

11
,,  

болар едi. Бұл жағдайда : 

      
    
∫ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
− dt

taa
btbt

taa
btbR n

n

n

n

1

1

1

1 ,                                  (1.3.8) 

түрге ауысады, яғни айнымалы t -ның рационалдық функциясының 
интегралына келедi.  

Төмендегi интегралды табыңыздар: 

1. ∫ −−−
,

4 1313 xx
dx

 

Шешуi: Иррационалдықтан құтылу үшiн,  алмастыруын 

жасаймыз.  Сонда 

413 tx =−

3
4 3dttdx =  болады.  
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Демек,       ∫ ∫ ∫ =
−

=
−

=
−

=
−−− 13

4
13

4
3
4

1313

23

2

3

4 t
dtt

tt
dtt

tt
dtt

xx
dx

)( ∫  

                       ∫ ∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
++=

−
+−

= dt
t

tdt
t

t
1

11
3
4

1
11

3
4 2

 

                         ( ) +
+

=
−

+++= ∫ ∫ 2
1

3
4

1
1

3
411

3
4 2)()( tdt

t
tdt  

                     ( ) CxxCt +−−++−=+−+ 113
3
4113

3
21

3
4 424 lnln  

 
1.3.7. Тригонометриялық функцияларды интегралдау 

I.   dxxxR )cos,(sin∫
түрiндегi интегралдар )(,tg ππ <<−= xtx

2
 əмбебап ауыстыруы арқылы мына 

түрге келедi:  

                                             ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

+ 22

2

2 1
2

1
1

1
2

t
dt

t
t

t
tR ,   

Бұл интеграл аргумент t- нiң рационалдық функциясының интегралы, ал 
оны интегралдау əдiсi бiзге белгiлi. 

1. Интегралды табыңыз: ∫ x
dx

cos
 

Шешуі: 

∫ ∫ =
−

=

+
==

+
−

=
+

−
=

+
=

+
==

= 2

22

2

2

2

2
2

1
2

1
2,2,

1
1

2
1

2
1

cos

1
2

2
1

2
2

sin,
2

cos t
dt

dt
t

dxarctgtx
t
t

xtg

xtg
x

t
t

xtg

xtg
xxtgt

x
dx  

CxtgCxtg

xtg
C

t
t

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

−

+
=+

−
+

=
24

ln

2
1

2
1

ln
1
1ln2 π  

2. ∫ + x
dx

2sin1
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Шешуі:     ∫ ∫ ∫∫ =
+

=
+

=

+
+

+=
+ 22

2

2

2

2 )2(1
)2(

2
1

21
1

1

1
sin1 t

td
t

dt

t
t
t

dt

x
dx

 

.)2(
2

1)2(
2

1 CtgxarctgCtarctg +=+=  

 
1.3.8. Анықталған интеграл 

10. Егер )(xfy =  функциясы  аралығында үзiлiссiз, ал  
функциясы осы аралықта  функцияның кез -келген алғашқы функциясы 

 болса, онда  

];[ ba )(xF
)(xf

( )()(' xfxF = )

          
∫ −==
b

a

b
a aFbFxFdxxf )()()()(

                    
(1.3.8.) 

формуласы Ньютон-Лейбниц формуласы деп атайды. 
Анықталған интегралдың негiзгi қасиеттерi : 

∫∫ ∫ =−=
a

a

b

a

a

b

dxxfdxxfdxxf ;)();)()() 021  

∫ ∫ ∫+=
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxf ;)()()()3  

[ ]∫ ∫ ∫+=±
b

a

c

a

b

c

dxxfdxxfdxxfxf ;)()()()() 21214  

∫ ∫⋅=⋅
b

a

c

a

dxxfCdxxfC ;)()()5 мұндағы С-тұрақты сан. 

Mxfm ≤≤ )(Егер6)  теңсiздiгi  аралығында орындалса, онда ],[ ba

∫ −<<−
b

a

abMdxxfabm )()()(  

теңсiздiгі арқылы анықталған интеграл бағаланады. 

)(Егер7) xf     тақ   функция болса, онда  ∫
−

=
a

a

dxxf .)( 0
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)(Егер) xf8  жұп функция болса, онда   ∫∫
−

=
aa

a

dxxfdxxf
0

2 )()(

1. Интегралды табыңыз:       ∫
−2

0
2

21
π

dxxcos
 

Шешуi:                     ∫
∫ =

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

−==
−

2

0

2

0

2

10
2

2
21

0

π

π π

π coscos

cossincos xxdxdxx

. 

 
1.3.9. Анықталған интегралдағы айнымалыны ауыстыру 

Егер   функциясы  аралығында үзiлiссiз, ал )(xfy = ],[ ba )(tx ϕ=  
функциясы өзiнiң туындысымен бiрге  аралығында үзiлiссiз, сондай-

ақ 

],[ βα
)(,)( βϕαϕ == ba  мəндерi табылып, ))(( tf ϕ  функциясы  

аралығында үзiлiссiз  болса, онда 
],[ βα

                                                     (1.3.9) ∫∫ ⋅=
β

α
ϕϕ dtttfdxxf

b

a
)('))(()(

Бұл формуланы анықталған интегралдағы айнымалыны ауыстыру 
формуласы деп атайды. 

1. Интегралды табыңыздар:      ∫ >−
α

α
0

22 0)(dxxa
 

Шешуi: Айталық,  болсын, онда   tax sin=

   
2

0
000

2
1 ππ

≤≤⇒
=⇒=⇒=

=⇒=⇒=

==

t
ttta

tttaa

a
xttdtadx

sinsin

sinsin

,arcsin,cos

 

Соңдықтан:   =−∫ dxxa
α

0

22
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                 ∫∫ ==⋅⋅−=
2

0

22
2

0

222

ππ

tdtatdtataa coscossin  

                 ∫ =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
=

2

0

22

0

22
2

44
2

22
21

π π

πatatadtta sincos
 

 
1.3.10. Анықталған интегралды бөліктеп интегралдау əдісі 

Егер  жəне )(xuu = )(xvv =  функциялары  аралығында үзiлiссiз 
дифференциалданатын функциялар болса, онда 

],[ ba

                  
             

∫ −=
b

a

b

a

b

a
vduuvudv ∫                                         (1.3.10) 

формуланы анықталған интегралдағы бөлiктеп интегралдау формуласы деп 
атайды. 

Мұндағы         )()()()( avaubvbuuv
b

a
−=  

1. Интегралды табыңыздар:    ∫ ⋅
1

0

xdxx arctg

Шешуi: ∫∫ =
+

−=

=

=
+
⋅

=

=

=⋅
1

0
2

2
1

0

2

2

21

0 12
1

2

2

1
1

x
dxxxx

vx

dvxdx
x
dxdu

ux

xdxx arctg

arctg

arctg  

     ∫ =+−=
+
−+

−=
1

0

1

0

1

0
2

2

2
1

2
1

81
11

2
11

2
1 xxdx

x
x arctgarctg π

 

              ;
2
1

42
12

842
1

2
1

8
−=−⋅=⋅+−=
ππππ
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1.3.11. Меншіксіз интегралдар 
10. Шектерi шексiздік болып келген интегралды меншiксiз интеграл 

дейдi. 
Егер  функциясы )(xfy = ),[ ∞α  аралықта   үзiлiссiз  болса,  онда  

∫
∞+

α

dxxf )(  

интегралын меншiксiз интеграл деп атайды да оны былай есептейдi: 

   
  

∫∫ ∞→

∞+

=
A

A
dxxfdxxf

αα

)(lim)(
                             (1.3.11.) 

Егер (1.3.11.) интегралының мəнi ақырлы сан болса, онда меншiксiз 
интеграл жинақты, ал оның мəнi шексiздiкке айналса, онда меншiксiз 
интегралды жинақсыз дейдi. 

Мына интегралдарды да меншiксiз интегралдар деп 

атайды. 

∫∫
∞+

∞−∞−

dxxfdxxf
b

)(,)(

Сонымен, 

∫∫∫∫
∞+→
∞−→

∞+

∞−
∞−→

∞−

==
b

ab
a

b

a
а

b

dxxfdxxfdxxfdxxf )(lim)(,)(lim)(  

меншiксiз интегралдары да жоғарыдағы сияқты анықталады. 

Егер )()( xxf ϕ≤  болса жəне  жинақты болса, онда (1.3.11) 

интегралы да жинақты болады. 

∫
∞+

a
dxx)(ϕ

Егер  жəне 0≥)(xf { } 0≠∞≠=⋅
∞→

AAxxf m

x
,)(lim  орындалса, онда 

   жағдайда ∞→x mx
Axf ~)(  

Демек : 
1. , болса интеграл (1.3.11) жинақты , 1>m
2. , болса интеграл (1.3.11) жинақсыз. 1≤m

1. Мына интегралды есептеңіз:                ∫
∞

+0
21 x

dx  

Шешуi: 

( ) ==
+

=
+ ∞→∞→

∞

∫∫
A

A

A

A
x

x
dx

x
dx

00
2

0
2 11

arctglimlim ( ) .arctgarctglim
2

0 π
=−=

∞→
A

A
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Демек ∫
∞

+0
21 x

dx
 жинақты. 

2. ∫
∞+

+1
3 1x
dx

 

Шешуі: ∞→x  болғанда  
2
3

3
2
3

3
3

3

1~
11

1
11

1
1

1

x
x

x
x

xx +
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
+

. 

∫
∞+

1 2
3

1 dx
x

интегралы жинақты, онда берілген интеграл ∫
∞+

+1
3 1x
dx  да жинақы. 

20. Шектелмеген функцияның интегралы  
Егер  функциясы )(xfy = сx = нүктесiнде үзiлiсті болса 

, жəне осы аралықта жататын қалған барлық нүктелерде 
функция үзiлiссiз болса, онда 
( ],[ baсx ∈= )

              
  

               (1.3.12.) ∫∫∫
+

+→

−

+→
+=

b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf
2

2

1

1 00
ε

ε

ε

ε
)(lim)(lim)(

теңдiгі орындалады. 

Мұндағы  мен  бiр-бiрiнен тəуелсiз өзгередi. 1ε 2ε

3. 
∫
1

0 x
dx

 

Шешуі: 0=x болғанда интеграл астындағы 
x
1  функциясының шексіз 

үзілісі бар. (1.3.11) анықтамасы бойынша: 

( ) ∞=−=−=+=
+→+→+→

∫∫ 0lnln1lnlimlnlim1lim
0

1

0

1

00

1

0
ε

εεεε
xdx

xx
dx

 

яғни меншіксіз интеграл жинақсыз.

Сонымен, интегралдау шектері шексіздікке тең немесе үзіліс

функциялардың интегралдары меншіксіз интегралдар деп аталады. 
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1.3.12. Анықталған интегралды жуықтап есептеу 
10. Трапеция тəсiлi 
Егер  аралығын өзара тең  бөлiкке мына ],[ ba n

nk
n

abhkhaxk ,...,,,,, 210=−
=+=  

нүктелер арқылы бөлсек, онда мына 

∫ ≈
b

a

dxxf )(  

            ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++++

−
≈ − )()(...)()(

nn xfxfxfxf
n

ab
2
1

2 11
0

             (1.3.13) 

формуланы трапеция формуласы деп атайды. 
Бұл формула үшiн 

,)(
2

3
2

12n
abM −

=Δ  

мұндағы 

                                 
   

)(''sup xfM
bxa ≤≤

=2                                         (1.3.14) 

Егер  аралығын тең 10 бөлiкке бөлшектесек, онда (1.3.14) формуласы 
бойынша 

],[ 10

      ∫ ++++++≈
+

1

0
2 740800860920960990

10
1

1
,,,,,,(

x
dx

 

     76,0)25,050,055,061,067,0 =+++++  
Бұл интегралдың мəнi Ньютон-Лейбниц формуласы бойынша 

      ∫ ====
+

1

0

1

0
2 785390

4
1415931

1
....,...,arctgarctg х

x
dx

 

(1.3.14) формуламен берiлген анықталған интегралды жуықтап есептеу 
тəсiлiн трапециялар тəсiлi деп атайды. 

1. Мына: ∫ +

1

0
1 x
dx

 интегралды трапеция тəсiлi арқылы  жуықтап 

есептеңдер: 
Шешуi: (1.3.14)  формуладағы 5=n   болсын. Онда  

1806040200

52120
5

01

543210

0

======

=+==
−

=
−

=

xxxxxx

iihxx
n

abh i

,,,,,,,,,

,,...,,,,
 

Демек  
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( )

69564,04782,32,05556,06250,0

7143,08333,05000,00000,1
2
1

5
1

1

1

0

≈⋅=⎟⎟
⎠

⎞
++

⎜
⎝
⎛ ++++≈

+∫ x
dx

 

31
2

1
1

)(
)(

xx
xf

+
=

′

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
+

=′′  

Бұл функция  аралығында монотонды кемидi,  нүктесiнде өзiнiң 
максимумына жетедi. 

],[ 10 0=x

Демек  

0070
150

1
512

2
20

2

2

,

,)(

<=
⋅

≤Δ

=′′= fM
 

Ал, Ньютон-Лейбниц формуласын қолдансақ: 69315021
1

1

0

1

0

,lnln ≈=+=
+∫ x

x
dx

 

 
1.3.13. Жазық фигураның ауданы 

10. Жоғары жағынан үзiлiссiз жəне терiс емес  функциясы графигiмен, 
екi бүйiр жағынан  түзулерiмен, төменгi жағынан  өсiнiң  мен 

 нүктелерi арасындағы кесiндiсiмен шектелген жазық фигура қисық 
сызықты трапеция деп аталып, оның ауданын мына формуламен табамыз. 

)(xf
bxax == , OX a

b

                          
             

∫=
b

a

dxxfS )(                                                 (1.3.15) 

20. Егер <0  болса, онда:                      )(xf ∫=
b

a

dxxfS )(  

30. Егер  функциясы  кесiндiсiнде оң да, терiс те мəндер 
қабылдаса, онда функцияның графигi  кесiндiсiнiң ең болмағанда бiр C 
нүктесiн қиып өтедi де, мына  

)( xfy = ],[ ba
],[ ba

формула орындалады. 

∫∫ +=
b

c

c

a

dxxfdxxfS )()(  

40. Төменгi жағынан )(xfy 1= , ал жоғары жағынан  үзiлiссiз 
функциялардың графиктерiмен 

y = f2 (x)
( f1 (x) ≤ f2 (x))  жəне x = a , x = b  тік

түзүлерiнiң (a ≤ x ≤ b)  кесiндiсiмен шектелген фигураның ауданы
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( )∫ −=
b

a

dxxfxfS )()( 12  

формуласы бойынша анықталады. 
1.  параболасы мен 22 xy −= xy =  түзуiмен шектелген ауданды 

табыңыз. 

Шешуi: Парабола мен у=х түзуінің қиылысу нүктесiн      
⎩
⎨
⎧

−=

=
22 xy

xy

жүйенi шешу арқылы табамыз. Сонда  интегралдау шектерi  
табылады. Демек, iздеген аудан былай анықталады. 

12 21 =−= xx ,

( )( ) ;
2
9

23
22

1

2

231

2

2 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=−−=

−−
∫

xxS x x dx x

 
1.3.14. Айналу денесінің көлемі 

Үзiлiссiз, терiс емес ],[,)( baxxfy ∈=  функциясына сəйкес келетiн 
қисық сызықты трапецияны абсциссалар осi арқылы айналдырғанда, пайда 
болған айналу денесiнiң көлемi мына формула арқылы табылады: 

∫=
b

a

dxyV 2π  

1.   жəне )3(92 += xy 03 −+− yx . 

Шешуі: Интегралдау шектерін табу үшін жүйе шешеміз:  

⎩
⎨
⎧

=+−
+=

.03
),3(92

yx
xy  

Парабола мен түзудің қиылысу нүктелері: )0,3(−A  жəне 

)9,6(B .Интегралдау шектері 3−=a  жəне 6=b . Ізделінді дененің 

көлемі (V1) қисығынан пайда болған  параболоидтың көлемі 

мен 

)3(92 += xy

03 −+− yx (V2) түзуден пайда болған конус көлемінің айырмасына 

тең: 

πππ 5,3643
2

9)3(9
6

3

26

3
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+=

−−

V ∫ x dx x x
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3 3 243 ;
3 3 

(9 0) 
3)3()3( 563

6

3

36

3

2
2 ππππππ =⋅=⋅=⋅−⋅=

+
⋅=+=

−−
∫

xdxxV  

πππ 5,1212435,36421 =−=−= VVV  
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II ТАРАУ  КӨП  АЙНЫМАЛЫЛЫ  ФУНКЦИЯЛАР
2.1. КӨП АЙНЫМАЛЫЛЫ ФУНКЦИЯНЫҢ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ

ЕСЕПТЕУЛЕРІ

)
2.1.1. Анықталу облысы. Деңгей сызықтары

Айталық M(x1 ,x2 ,...,xn  n  өлшемдi кеңiстiктiң кез келген нүктесi болсын.
Анықтама. Көп айнымалылы функцияның нақты мєнi болатындай

нүктелер жиынтығы көп айнымалылы функцияның анықтау облысы деп
аталады.

Екi айнымалылы функция  былай жазылады
Z = f (x, y)

Екi айнымалылы функцияның анықталу облысы бірнеше сызықтармен
шектелген координаталық жазықтың белгiлi бiр бөлiгi болады, немесе
координаталық жазықтықтың өзi болады. Ал үш айнымалы функцияның
анықталу облысы кеңiстiктiң бiр бөлiгi немесе бүкiл кеңiстiктiң өзi болады.

Экономикада жиi қолданылатын əр түрлi шығын, пайда жєне түсiм
функциялары көп айнымалы функциялар мысалдарына жатады. Белгiлi 
Кобба-Дуглас өндiрiстiк функциясы былай берiледi:

nZ ax x x n
ααα ⋅⋅⋅= ...21

21  
Мұнда α1+α2+…+αn =1  болады. 

1. CBxaxZ ++=  функциясының анықтау облысын тап. 
Шешуi: Бұл функция x  пен -тiң кез келген мєндерiнде анықталған. 

Сондықтан бұл функцияның анықталу облысы бүкiл координаталық 
жазықтық болады. 

y

2.  функциясының анықталу  облысын тап. 4222 =++ yxZ
Шешуi: Əуелi Z  арқылы шешелiк 224 yxZ −−±= . 

Түбiр астындағы өрнектiң терiс болмайтындығын ескерiп, 04 22 ≥−− yx  

немесе  теңсiздiктерiн аламыз. Осындағы соңғы теңсiздiктi 
радиусы R=2 болатын орталығы координаталар системасының бас нүктесiнде 
орналасқан дөңгелектiң iшiнде жəне шекарасында жатқан барлық 
нүктелердiң координаталары қанағаттандырады. Сонымен бұл функцияның 
анықталу облысы радиусы R=2 дөңгелек  болады. 

422 ≤+ yx

3. )1arcsin(arcsin 2 y
y
xZ −+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

 
функциясының  анықталу облысын тап.  

Шешуi: ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2arcsin

y
x  функциясының анықталу облысы  жəне  0≠y
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≤−1 12 ≤
y
x

 шарттары бойынша анықталады, ал, )1arcsin( y−  

функциясының анықталу облысы 111 ≤−≤− y  шарты бойынша анықталады. 
Сондықтан берiлген функцияның анықталу облысы мына шарттарды 
қанағаттандыруы қажет: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤−≤−

≤≤−

≠

111

11

0

2

y
y
x

y

 

Осы теңсiздiктер жүйесiн шешiп, берiлген функцияның анықталу облысы 
  параболаларымен жəне xyxy =−= 22 , 0,2 == yy  түзулерiмен 

шектелген ( 0,0 == yx
 
нүктесi кiрмейдi) жазықтықтағы облыс екенiн 

табамыз. 
4. xyZ =

 Шешуi: Бұл функция  анықталуы үшiн 
функциясының анықталу облысын тап. 

0≥xy  шарты орындалуы 
айқын. Осыдан екi жағдай туындайды: 0,0 ≥≥ yx  жəне 0,0 ≤≤ yx . 
Бұл екi шарттарға бiрiншi жəне үшiншi ширектерде жатқан, сондай-ақ 
координаталық өстерде жатқан нүктелер жиынтығы қанағаттандырады. 

6.  функциясының деңгей сызықтарын тап. 22 yxZ +=

Шешуi: CZ =  болғанда,  теңдеуiн аламыз. Мұнда Cyx =+ 22 0>C  
болғандықтан, бұл теңдеу концентрлiк шеңберлер жиынтығын бередi; яғни 
əрбiр деңгей сызығы – шеңбер болады. 

 

2.1.2. Екi айнымалылы функцияның дербес туындылары мен 
дифференциалы 

Дербес өсiмшелер 
                                 ),(),( yxfyxxfZx −Δ+=Δ                             (2.1.1) 
                                ),(),( yxfyyxfZy −Δ+=Δ                            (2.1.2) 
Толық өсiмше 
                              ),(),( yxfyyxxfz −Δ+Δ+=Δ                         (2.1.3) 
Дербес туындылар 
                                       

x
z

x
zZ x

x
x Δ

Δ
=

∂
∂

=′
→Δ

lim
0

                               (2.1.4) 

                                    
y
z

y
zZ y

y
y Δ

Δ
=

∂
∂

=′
→Δ

lim
0

                              (2.1.5) 

Дербес дифференциалдар 
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                           dyzzddxzzd yyxx ′=′= ,                       (2.1.6) 
Толық дифференциал 
                                       dyzdxzdz yx ′+′=                                     (2.1.7) 
Дифференциалдың көмегiмен функцияның мəнiн жуықтап есептеу 
                                       dzyxfyyxxf +≈Δ+Δ+ ),(),(               (2.1.8) 
Бiр айнымалы бойынша дербес туынды алғанда, екiншi айнымалы 

тұрақты шама ретiнде қабылданады. Сондықтан бiр айнымалы функцияны 
дифференциалдау ережелерi мен формулалары көп айнымалы функцияның 
дербес туындыларын тапқанда пайдаланылады. 

1. 7+⋅= yxZ  функциясының дербес жəне толық өсiмшелерiн тап. 
Шешуi: (2.1.4)-(2.1.5) формулаларын қолданамыз 

yxyxyxxzx ⋅Δ=+⋅−+⋅Δ+=Δ )7(7)(  
xyyxyyxzy ⋅Δ=+⋅−+Δ+⋅=Δ )7(7)(  

yxxyyxyxyyxxz Δ⋅Δ+⋅Δ+⋅Δ=+⋅−+Δ+⋅Δ+=Δ )7(7)()(  
Осы мысалдан, жалпы жағдайда толық өсiмше дербес өсiмшелердiң 

қосындысына тең болмайтындығын көремiз, яғни zzz yx Δ+Δ≠Δ . 

2. 7+⋅= yxZ  функциясының дербес туындыларын анықтама бойынша 
тап. 

Шешуi: (2.1.1) жəне (2.1.2) формулаларын қолданамыз: 

y
x

yx
x
z

x
zZ

x

x

x
x =

Δ
⋅Δ

=
Δ
Δ

=
∂
∂

=′
→Δ→Δ

limlim
00

               

x
y

xy
y
z

y
zZ

y

y

y
y =

Δ
⋅Δ

=
Δ

Δ
=

∂
∂

=′
→Δ→Δ

limlim
00

 

3. Дифференциалды пайдаланып,  функциясының 
23 yxz =

)97,0;02,1(M  нүктесiндегi мəнiн жуықтап есепте.  
Шешуi: Функцияның мəнiн жуықтап есептеу үшiн (2.1.8) формуласын 

қолданамыз. Мұндағы ,1,1 == yx ,02,0=Δx 03,0−=Δy .  

Сонда 1)1;1();( == fyxf ,   жəне ,3 22 yxZ x =′ yxZ y
32=′

2)1;1(,3)1;1( =′=′ yx ZZ .  
Сонымен 

1)03,0(202,031)97,0()02,1(),( 23 =−⋅+⋅+≈⋅=Δ+Δ+ yyxxf  
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2.1.3. Күрделi функцияның туындысы 

Егер ),( yxfz =  функциясы x  жəне  айнымалылары бойынша 
дифференциалданатын болса, ал 

y
x  жəне  сонымен қатар t айнымалысы 

арқылы дифференциалданатын болса жəне 
y

)(tx ϕ= , )(ty ψ= , онда күрделi 
))(),(( ttfz ψϕ=  функцияның туындысы мына формуламен табылады 

                          
t
y

y
z

t
x

x
z

dt
dz

∂
∂

⋅
∂
∂

+
∂
∂

⋅
∂
∂

=                              (2.1.9) 

Егер ),( yxfz=   жəне )(xy ψ=  болса, онда  

                                  
x
y

y
z

x
z

dx
dz

∂
∂
⋅

∂
∂

+
∂
∂

=                               (2.1.10) 

Бұл жағдайда  
dx
dz  толық туынды деп аталады. 

yxz ⋅= 2  функциясының 12 −= tx  жəне ty ln=  болғанда, t  айнымалысы 
бойынша туындысын тап. 

Шешуi: (2.1.9) формуласын қолданайық, сонда 

t
tttt

t
xtyx

dt
dz 1)1(ln)1(4122 222 ⋅−+⋅⋅−=⋅+⋅⋅=  

 

2.1.4. Жоғары реттi туындылар мен дифференциалдар 
Екiншi реттi дербес туынды деп бiрiншi реттi дербес туындыдан алынған 

бiрiншi реттi туындыны айтады. Төмендегi белгiлеулер қолданылады: 

                                          ( ) ,2

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=′′=′′
x
z

xx
zZZ xxx  

                                    ( ) ,2

2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

=′′=′′
y
z

yy
zZZ yyy                         (2.1.11) 

                                     ( ) ,
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=′′=′′

x
z

yyx
zZZ xxy  

                                     ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

=
∂∂

∂
=′′=′′

y
z

xxy
zZZ yyx

2
. 

Екiншi реттi дифференциал 

                                          (2.1.12) 
222 2 dyZdxdyZdxZzd yyxyxx= ′′ ⋅ + ′′ + ′′

1. Мына функцияның екiншi реттi дербес туындыларын тап:
Z = (x3 + y3 )2

Шешуi: Əуелi бiрiншi реттi дербес туындыларды табамыз

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 52



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ, Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

325332 66)(6 yxxyxxZx +=+=′  
523332 66)(6 yyxyxyZy +=+=′  

Ендi екiншi реттi дербес туындыларды табайық. 
34325 1230)66( xyxyxxZ xxx +=′+=′′  
43523 3012)66( yyxyyxZ yyy +=′+=′′  

2222 18,18 yxZyxZ yxxy =′′=′′  
Екiншi реттi дербес туындыларды тап:  xyZ ⋅+= ln3  

Шешуi:      0,1,1,1,1
22 =′′−=′′=′−=′′=′ xyyyyxxx Z

y
Z

y
Z

x
Z

x
Z  

 

2.1.5. Берілген бағыттағы туынды. Градиент 

),( yxfZ = функциясының  берiлген  вектордың бағытындағы 

туынды осы функцияның  векторының бағыты бойынша өзгеру 
жылдамдығын  

l
→

l
→

сипаттайды. Екi айнымалы функцияның  векторының бағыты )cos,(cos βα=
→

l
бойынша туындысы мына формуламен есептеледi. 

                         βα coscos ⋅′+⋅′=
∂
∂

yx ZZz
l

                              (2.1.13) 

Мұндағы βα cos,cos  бағыттаушы косинустар. Егер   болса, онда 
бағыттаушы косинустар былай анықталады: 

),( yx=
→

l

                              
2222

cos,cos
yx

y

yx

x

+
=

+
= βα                      (2.1.14) 

32 yxZ =  функциясының )1;2( −A  нүктесiндегі  векторының 
бағыты бойынша туындысын тап. 

ji
→→→

+−= 43l

Шешуi: Əуелi (2.1.14) формуласы бойынша бағыттаушы косинустарды 
табамыз 

5
4cos,

5
3cos =

−
= βα  

Содан кейiн дербес туындылардың )1;2(−A  нүктесiндегi мəндерiн табамыз 

12)1;2(,3,4)1;2(,2 223 =−′=′−=−′=′ yyxx ZyxZZxyZ  
Сонда 
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1212
5
4

5
34 =⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=

ld
dz . 

2. )1;1(A  жəне  нүктелерi берiлген.  функциясының 

 нүктесiндегi

)4;6(B )4ln( 22 yxZ +=

);( 11A
⎯→⎯

AB   векторының бағыты бойынша туындысын тап. 

Шешуi: Əуелi 
⎯→⎯

AB векторының координаталарын тауып, сосын 
бағыттаушы косинустарын табалық: 

AB=
→

l = ),3;5()14;16( =−− 34
3cos,

34
5cos == βα . 

Ендi дербес туындыларды тауып, олардың )1;1(A  нүктесiндегi мəндерiн 
есептеймiз 

5
34

34
3

5
8

34
5

5
2

=⋅+⋅=
ld

dz . 

Градиент. Координаталары ),( yxfZ =  функциясының дербес 
туындыларына тең болатын векторды градиент деп атайды. Градиент былай 
белгiленедi. 

                                             ( )yx ZZgradZ ′′= ,                                   (2.1.15) 
немесе  

jZiZgradZ yx ⋅′+⋅′=  

Егер )cos;(cos βα=l    бiрлiк вектор болса, онда  
βα coscos ⋅′+⋅′=⋅ yx ZZgradZl  

яғни 

                                                   
l

l
d
dZgradZ=⋅                                    (2.1.16) 

Сондай-ақ 

                                     ϕcos⋅=⋅= gradZgradZ
d
dZ

l
l

                    (2.1.17)

Соңғы формуладан градиенттiң қасиеттерi айқындалады:

Егер l ↑↑ gradZ болса, онда l  векторының бағыт-тындағы туынды
ең үлкен мəнiн қабылдайды.

Егер l ↑↓ gradZ болса, онда берiлген функцияның l  векторының
бағыттындағы туынды ең кiшi мəнiн қабылдайды.

Егер l ⊥gradZ болса, онда функцияның l  векторының бағытындағы
туындысы нөлге тең.Функцияның градиентi берiлген нүктеде осы функцияның деңгей сызығына
перпендикуляр бағытталған болады.

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 54



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ, Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

3.  функциясының 23 xyxZ += )3;2(−A  нүктесiндегi градиентiн тап. 
Шешуi: Əуелi дербес туындыларды тауып, олардың )3;2(−A   нүктесiндегi 

мəнiн есептеймiз. 

12)3;2(,2
,21)3;2(,3 22

−=−′=′
=−′+=′

yy

xx

ZxyZ
ZyxZ

 

Сонда 
)12;21()3;2( −=−gradZ  

4.  функциясының xyxZ 35,0 23 −+= )5;2(A  нүктесiнде 
градиентiнiң бағытындағы туындысын тап. 

Шешуi: Əуелi )5;2(A  нүктесiнде дербес туындыларды табалық: 
5)5;2(,9)5;2( =′=′ yx ZZ  

Сонда  )5;9()5;2( =gradZ  

Градиенттiң бағыттаушы косинустары:     
106
5cos,

106
9cos == βα  

Ендi gradZ=l  векторының бағытындағы туындыны табамыз 

106
106
55

106
99 =⋅+⋅=

ld
dZ . 

Сонда градиенттiң бiрiншi қасиетi бойынша туындының осы табылған мəнi 
оның )5;2(A  нүктесiндегi ең үлкен мəнi болып табылады. 
 

2.1.6. Екi айнымалылы функцияның экстремумдары 
Анықтама. Егер  нүктесiнiң мейлiнше аз аймағында );( 000 yxM

)),(),((),(),( 0000 yxfyxfyxfyxf ≤≥  
теңсiздiгi орындалса, онда  нүктесi ),( 000 yxM ),( yxfZ =  функциясының 
локальдi максимум (минимум) нүктесi деп аталады. 

Функцияның максимумын немесе минимумын оның экстремумдары деп 
айтады. Функцияның  экстремум мəнi қабылданатын нүктенi экстремум 
нүктесi деп атайды. 
Экстремум болуының қажеттi шарттары 

Егер  нүктесi экстремум  нүктесi болса, онда бұл нүктеде 
дербес туындылар нөлге тең болады: 

M 0 (x0 , y0 )

fx′(x0 , y0 ) = 0  жəне f y′ (x0 , y0 ) = 0
немесе бұл туындылардың  ең болмағанда бiреуi жоқ болады.

Экстремум нүктелерi əр уақытта сын нүктелер болып табылады. Ал сын
нүктелерi əр уақытта экстремум нүктелерi бола бермейдi.
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Экстремум болуының жеткiлiктi шарттары: 

Белгiлеулер енгiзелiк: 
         ),,(),,(),,( 000000 yxfCyxfByxfA yyxyxx ′′=′′=′′=  

                        2BCA
CB
BA

−⋅==Δ                             (2.1.18) 

Айталық ),( yxfZ =  функциясының  сын нүктесiнiң мейлiнше 
аз аймағында бiрiншi, екiншi жəне үшiншi реттi үзiлiссiз дербес туындылары 
бар болсын. Сонда: 

),( 000 yxM

1. Егер  болса, онда  экстремум нүктесi болады жəне 0>Δ ),( 000 yxM
)0(0 << CA  болғанда,  максимум нүктесi болады, ал ),( 000 yxM )0(0 >> CA   

болғанда   минимум нүктесi болады; ),( 000 yxM
2. Егер 0 болса, онда  нүктесiнде экстремум болмайды; <Δ ),( 000 yxM
3. Егер   болса, онда бұл нүктеде экстремум болуы да, болмауы да 

мүмкiн. Бұл жағдайда  бұл нүктеде экстремум барын не жоғын анықтау үшiн, 
жоғары реттi дербес туындылар қарастырылады. Бұл тақырыптар 
бағдарламаға кiрмегендiктен, бiз қарастырмаймыз. 

0=Δ

1.    функциясының экстре-мумдарын зертте: 4343622 33 +−+= xyyxZ
Шешуi: Əуелi сын нүктелерiн табамыз. Ол үшiн бiрiншi реттi дербес 

туындыларын тауып, оларды нөлге теңестiремiз: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−

=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

=−
⇒

⎩
⎨
⎧

=′
=′

06
36

6
,

0366

0366
0
0

4

2

2

2

xx

yx

xy

yx
Z
Z

y

x  

Осыдан  жəне  екi сын нүктелерiн табамыз. )0,0(1M )6,6(2M
Ендi екiншi  реттi туындыларды тауып, олардың сын нүктелердегi 

мəндерiн есептеймiз 
0)0;0(,36)0;0(,0)0;0( =′′−=′′=′′ yyxyxx ZZZ  

72)6;6(,36)6;6(,72)6;6( =′′−=′′=′′ yyxyxx ZZZ  
Сын нүктелерде экстремумның бар болуын жеткілiктi шартты пайдаланып  

тексеремiз: 
)0,0(M  нүктесiнде 03636 <⋅−=Δ , яғни  бұл нүктеде экстемум жоқ. 
)6,6(M  нүктесiнде 0388836367272 >=⋅−⋅=Δ . 

Сондай-ақ, . Сондықтан 0)6;6( >′′= xxZA 2)6;6(min == ZZ  . 

1. Ескерту. Егер  болса, онда  0>Δ 02 >−BAC , яғни 0>AC . Демек, А жəне 
С бiрдей таңбалы болады. Осыдан функцияның экстремумы бар болса, онда 
А жəне С бiрдей таңбалы болатындығы айқын болады. 
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2. Ескерту. Қарастырылған мысалда екi сын нүктенiң бiреуi экстремум 
нүктесi болмады. Демек, барлық сын нүктелер экстремум нүктелерi бола 
бермейтiндiгiне көз жеткiздiк. 
 

2.1.7. Шартты экстремумдар 

Егер  нүктесiнiң мейлiнше аз aймағында тəуелсiз айнымалылар 
X пен Y 

),( 000 yxM
0),( =yxϕ  байланыс теңдеуiн қанағаттандырып жəне 
 теңсiздiгi орындалса, онда екi айнымалылы ))()(()()( 00 MfMfMfMf <>

),( yxfZ =  функциясының  нүктесiнде шартты максимумы 
(минимумы) бар дейдi. Мұндағы  

),( 000 yxM

                                                   0),( =yxϕ                                            (2.1.19) 
байланыс теңдеуi деп аталады. 

Шартты экстремумдарды табу үшiн  Лагранж функциясының жəй 
экстремумдарын тапса, жеткiлiктi: 

                     ),(),(),,( yxyxfyxL λϕλ +=                    (2.1.20) 
мұндағы, λ - Лагранж көбейткiшi деп аталады. 
Шартты экстремумдардың қажеттi шарттары: 

                                                  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

0

0

0

λ
L
y
L
x
L

                                         (2.1.21) 

Осы шарттардан 000 ,, λyx  - табылады. Мұндағы - сын нүкте, 
яғни бұл нүктеде шартты экстремум бар  болуы мүмкiн. 

),( 000 yxM

Шартты экстремумдардың жеткiлiктi шарттары: 
Айталық , ),( 000 yxM 0λ  (2.1.21) жүйесінің бiр шешiмi болсын  жəне 

),,(),,(),(
),,(),,(),(

),(),(0

00000000

00000000

0000

λλϕ
λλϕ

ϕϕ

yxLyxLyx
yxLyxLyx

yxyx

yyxyy

xyxxx

yx

′′′′′
′′′′′
′′

−=Δ          (2.1.22) 

Сонда, егер  болса, онда 0<Δ ),( yxfZ =  функциясының  
нүктесiнде шартты максимумы болады, егер 

),( 000 yxM
0>Δ  болса, нүктесiнде 

шартты минимумы болады.
1. Z = xy + 3 функциясының 2x +3y =5 болғанда, шартты экстремумын

тап.
Шешуi:  Лагранж теңдеуiн жазалық
L(x, y,λ) = x ⋅ y + 3 + λ(2x +3y −5)

                                                                          
Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ                              Ə2А 57



Электрондық оқулық                                                                                       Ə2А
Қазешев А, Жандəулетов Ұ, Жанасбаева Ұ
Математикалық талдау                                                              Алматы, 2007

Ендi қажеттi шартты жазамыз. Ол үшiн дербес туындыларды тауып, 
(2.1.21) формуласын пайдаланамыз 

5323,2 −+=′+=′+=′ yxLxLyL yx λλλ  

12
5,

6
5,

4
5

532
03
02

000 −===⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

λλ
λ

yx
yx

x
y

 

Сөйтiп ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
5;

4
5

0M  сын нүкте болады. 

Ендi  
),,,(),,,(),,,( 000000000 λλλ yxLyxLyxL yyxyxx ′′′′′′  

),(),,( 0000 yxyx yx ϕϕ ′′  
есептеп , (2.1.22) өрнегiне қойып, есептеймiз.  

Сонда:                             12
013
102
320

−=−=Δ  

Сонымен, 012<−=Δ , олай болса ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
5;

4
5

0M  нүктесiнде шартты 

максимум болады. 

24
97

6
5;

4
5

max =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ZZ . 

Сондай-ақ, шартты экстремум болуының екiншi  жеткiлiктi шартын  
пайдалануға болады. 

Егер  жəне 022 ≠+ dydx +′ dxyxx ),( 00ϕ 0),( 00 =′ dyyxyϕ  болса, онда 

),( yxfZ =  функциясының  нүктесiнде );( 000 yxM
)0),,((0),,( 000

2
000

2 >< λλ yxLdyxLd  
болғaнда шартты максимумы (минимумы) болады. 

Жоғарыда қарастырылған мысалға осы екiншi қажеттi шартты 

қолданайық. Мұнда 12
5,

6
5,

4
5

000 −=== λyx  жəне  

0
12
5,

6
5,

4
5,1

12
5,

6
5,

4
5,0

12
5,

6
5,

4
5

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′′ yyxyxx LLL  

4
5

6
5,

4
5,

6
5

6
5,

4
5

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′ yx ϕϕ  

Ендi  ( ) ( ) 0,, 0000 =′+′ dyyxdxyx yx ϕϕ ;  dydxdydx
2
3,0

4
5

6
5

−==⋅−⋅−  
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Олай болса  

  032020 2222 <−=⋅⋅=⋅+⋅⋅+⋅= dydydxdydydxdxLd

Сөйтiп , демек 02 <Ld ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
5;

4
5

0M  нүктесiнде шартты максимум болады. 

 

2.2. ЕСЕЛІК ИНТЕГРАЛДАР 

2.2.1. Екі еселі интеграл 

хОу жазықтығында шектелген тұйық D облысында анықталған  
функциясы берілсін. 

),( yxf

D облысын  аудандары nSSS ΔΔΔ ,...,, 21  жəне диаметрлері  
болатын қарапайым  n облысқа бөлеміз. Əрбір қарапайым блыстан кез-келген  
М

nddd ,...,, 21

i ),( ii yx   нүктесін алып, функцияның Мi нүктедегі мəнін  осы облыстың 
ауданына көбейтеміз. 

),( yxf  функциясы үшін D облысы бойынша интегралдық қосындысы 
деп  

                (2.2.1) nnni

n

i
ii SyxfSyxfSyxfSyxf Δ++Δ+Δ=Δ∑

=

),(...),(),(),( 222111
1

түріндегі қосындыны айтады.  
Қарапайым облыстардың диаметрлерінің ең үлкені нөлге ұмтылғандағы  
(2.2.1) интегралдық қосындысының шегі D облысы бойынша  
функциясынан алынған екі еселі интеграл деп аталады: 

),( yxf

                                                     (2.2.2) i
D

n

i
iid

SyxfdSyxf
i

Δ=∫∫ ∑
=

→ 10max
),(lim),(

Теорема. Егер  функциясы тұйық D облысында үзіліссіз болса, 
онда (2.2.1) интегралдық қосындының шегі табылады жəне D облысын 
қарапайым облыстарға бөлуге жəне М

),( yxf

i ),( ii yx  нүктесін таңдап алуға тəуелсіз 
болады. 

Егер D облысында >0 болса, онда екі еселі интеграл  

жоғарғы жағынан z= бетімен, төменгі жағынан ХОУ 
жазықтығындағы D облысымен, бүйір жағынан жасаушылары Oz осіне 
параллель болатын цилиндрлік бетпен шектелген цилиндрлік дененің 
көлеміне тең. 

),( yxf ∫∫
D

dSyxf ),(

),( yxf

Екі еселі интегралдың негізгі қасиеттері: 
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1. . ∫∫∫∫∫∫ ±=±
DDD

dSyxfdSyxfdSyxfyxf ),(),()),(),(( 2121

2. ∫∫∫∫ =⋅
DD

dSyxfcdSyxfc ),(),(  , мұндағы с-тұрақты. 

3. Егер D облысы  жəне  екі облысқа бөлінсе, онда 

. 

1D 2D

∫∫∫∫∫∫ +=
21

),(),(),(
DDD

dSyxfdSyxfdSyxf

4. Егер D облысында  болса, онда . ),( yxf 0≥ ∫∫
D

dSyxf ),( 0≥

Екі еселі интеграл декарттық координаталармен  түрінде 

жазылады. 

∫∫
D

dxdyyxf ),(

 

2.2.2. Екі еселі интегралды есептеу 
Интегралдау облысының негізгі екі түрін қарастырамыз. 
1. Интегралдау облысы D сол жəне оң жағынан  жəне 

 түзулерімен, ал төменнен жəне жоғарыдан əрқайсысы тік 
түзулермен тек бір ғана нүктеде қиылысатын үзіліссіз 

ax =
)( babx <=

)(1 xy ϕ=  жəне 
)(2 xy ϕ=   )]()([( 21 xx ϕϕ ≤ қисықтарымен шектелген.(1-ші сурет). 

Осындай облыс үшін екі еселі интеграл  төмендегі формуламен табылады: 

                                           (2.2.3) ∫∫
D

dxdyyxf ),( ∫∫=
)(

)(

2

1

),(
x

x

b

a

dyyxfdx
ϕ

ϕ

Сыртқы интеграл х , ал ішкі интеграл у бойынша алынады. Бірінші х тұрақты 
деп ішкі интегралды  аламыз. 

2. Интегралдау облысы D төменнен жəне жоғарыдан cy =  жəне 
 түзулерімен, ал сол жəне оң жағынан əрқайсысы көлденең 

түзулермен тек бір ғана нүктеде қиылысатын үзіліссіз 

)( dcdy <=
)(1 yx ψ=  жəне 

)(2 yx ψ=   )]()([( 21 yy ψψ ≤  қисықтарымен шектелген.(2-ші сурет). 
Осындай облыс үшін екі еселі интеграл  төмендегі формуламен табылады: 

                                     (2.2.4) ∫∫
D

dxdyyxf ),( ∫∫=
)(

)(

2

1

),(
y

y

d

c

dxyxfyd
ψ

ψ

Сыртқы интеграл у , ал ішкі интеграл х бойынша алынады. Бірінші у тұрақты
деп ішкі интегралды есептейміз.
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                         1-сурет                                                                       2-сурет 
 
(2.2.3) жəне  (2.2.4)  интегралдардың оң жағы қайталамалы интеграл деп 
аталады. 

Мысал 1. Интегралда интегралдау ретін өзгерту керек . ∫∫
3

),(
1

0

x

x

dyyxfdx

Шешуі. Интеграл бойынша . Сонда 
3,10 xyxx ≤≤≤≤ 3,10 yxyy ≤≤≤≤ . 

∫∫
3

),(
1

0

x

x

dyyxfdx = ∫∫
3

),(
1

0

y

y

dxyxfdy
. 

Мысал 2..Интегралды есептеу керек , 

D: . 

∫∫ −
D

dxdyyx )2(

2,21 xyxx ≤≤≤≤
Шешуі: (2.2.3) формуласы бойынша  

12
17

3
7

4
15)

34
()(

)()2()2(

2

1

2

1

34
23

2

1

2

1

2

2
2

=−=−=−=

=−=−=−

∫

∫∫ ∫ ∫ ∫

xxdxxx

dxyxydyyxdxdxdyyx
x

xD

x

x

 

2.2.3.Екі еселі интегралда айнымалыларды алмастыру 
1. Полярлық координаталардағы екі еселі интеграл.  

Екі еселі интегралды тік бұрышты х, у координаталардан  ϕ,r  полярлық 
координаталарға түрлендіретін болсақ, онда ϕϕ sin,cos ryrx ==  
теңдіктері бойынша келесі формуланы аламыз: 
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∫∫
D

dxdyyxf ),(
= ∫∫

D

rdrdrrf ϕϕϕ )sin,cos( . 

Егер интегралдау облысы D полюстен шығатын екі )(, βαβϕαϕ <==  

сəулелерімен жəне )(),( 21 ϕϕ rrrr ==  бірмəнді функциялармен шектелген 
болса, онда екі еселі интеграл  

=∫∫
D

rdrdrF ϕϕ),( ∫∫
)(

)(

2

1

),(
ϕ

ϕ

β

α

ϕϕ
r

r

drrFd  

мұндағы           )sin,cos(),( ϕϕϕ rrfrF =  
2. Қисық сызықты координаталардағы екі еселі интеграл. 
Тік бұрышты х,у координаталары қисықсызықты u,v координаталарымен 

x=x(u,v),  y=y(u,v) қатынастарымен байланысқан, мұндағы x(u,v) жəне  y(u,v) 
функцияларының uO/v жазықтығындағы D/ облысында үзіліссіз дербес 
туындылары  бар.  
D/ облысында түрлендіру якобианы нөлге тең емес: 

0),( ≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

v
y

u
y

v
x

u
x

vuJ
 

Бұл жағдайдағы екі еселі интегралды түрлендіру формуласы: 

∫∫
D

dxdyyxf ),( = ∫∫
/

)),(),,((
D

dudvJvuyvuxf
 

Мысал 3.  екі еселі интегралды есептеу керек. D – центрі (3;0) 

нүктесінде жəне радиусы 3-ке тең жарты дөңгелек. 

∫∫
D

ydxdy

Шешуі. Полярлық координаталар жүйесін  полюсі кординаталар бас 
нүктесімен, полярлық ось ох осінің оң бағытымен беттесіндей етіп 

таңдаймыз.Сонда ϕcos6=r . Сонымен 2
0,cos60 πϕϕ ≤≤≤≤ r . 

Полярлық координаталарға көшеміз: 
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=∫∫
D

ydxdy == ∫ ∫∫∫
2

0

cos6

0

2sinsin

π
ϕ

ϕϕϕϕ drrdrdrdr
D

=∫
2

0

cos6

0

3

3
sin

π

ϕ ϕϕ dr
72 =∫

2

0

3 sincos

π

ϕϕϕ d  

 

18
4

cos72 2
0

4

=−
πϕ

 

 

2.2.4. Екі еселі интегралдың қолданулары. 
1. Жазық фигураның ауданы.  

D облысымен шектелген жазық фигураның ауданы  

формуласымен табылады. 

∫∫=
D

dxdyS

Егер D облысы полярлық координаталармен болса, онда 

. ∫∫∫∫ ==
)(

)(

2

1

ϕ

ϕ

β

α

ϕϕ
r

rD

rdrdrdrdS

2. Дененің көлемі. Жоғарғы жағынан үзіліссіз z= бетімен, төменгі 
жағынан ХОУ жазықтығымен, бүйір жағынан хОу жазықтығынан ,  D 
облысын қиятын цилиндрлік бетпен шектелген цилиндрлік дененің көлемі:   

 

),( yxf

∫∫=
D

dxdyyxfV ),(

формуласымен табылады. 
3. Бет ауданы. Егер тегіс бірмəнді бет z= теңдеуімен берілсе, 

онда беттің ауданы 
),( yxf

∫∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

+=
D

dxdy
y
z

x
zS

22

1  

формуласымен табылады, мұндағы D-беттің хОу жазықтығындағы 
проекциясы. 
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4. Жазық фигураның массасы. хОу жазықтығында массасы M, 
тығыздығы ),( ухρ болатын D облысының массасын екі еселі интегралмен 
табуға болады: 

∫∫=
D

dxdyyxМ ),(ρ . 

5. Жазық фигураның массаларының центрі. Тығыздығы ),( ухρ , 
массасы M болатын болса, онда D облысының массаларының центрі : 

M

dxdyyxx
x D

c

∫∫
=

),(ρ

,       M

dxdyyxy
y D

c

∫∫
=

),(ρ

. 

Жазық фигура біртекті болса, онда 

S

xdxdy
x D

c

∫∫
= ,       S

ydxdy
y D

c

∫∫
= , 

мұндағы облысының ауданы. DS −
6. Жазық фигураның инерциясының моменттері. Тығыздығы үзіліссіз 

),( ухρ функциясы болатын D облысының сəйкес Ох жəне Оу осьтеріне 
қатысты инерцияның моменті : 

y
D

x IdxdyyxyI ,),(2∫∫= ρ ∫∫=
D

dxdyyxx ),(2ρ . 

Координатталар бас нүктесіне қатысты облыстың иерциясының моменті: 

∫∫ +=
D

dxdyyxyxI ),()( 22
0 ρ . 

 

2.2.5. Үш еселі интеграл 
),,( zyxf  - кеңістіктегі шектелген тұйық Т облысында анықталған 

функция болсын. 

Т облысын  көлемдері nVVV ΔΔΔ ,...,, 21  жəне диаметрлері  
болатын қарапайым  n облысқа бөлінсін. Əрбір қарапайым блыстан кез-

келген  М

nddd ,...,, 21

i ),,( iii zyx   нүктесін алып, функцияның Мi нүктедегі мəнін  осы 
облыстың көлеміне көбейтеміз. 

),,( zyxf  функциясы үшін Т облысы бойынша интегралдық 
қосындысы деп  
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                                (2.2.5) 
nnnn

i

n

i
iii

VzyxfVzyxf

VzyxfVzyxf

Δ++Δ+

+Δ=Δ∑
=

),,(...),,(

),,(),,(

2222

1111
1

түріндегі қосындыны айтады.  
Қарапайым облыстардың диаметрлерінің ең үлкені нөлге ұмтылғандағы  

(2.2.5) интегралдық қосындысының шегі Т облысы бойынша  
функциясынан алынған үш еселі интеграл деп аталады: 

),,( zyxf

                               (2.2.6) ∑∫∫∫
=

→
Δ=

n

i
iiiid

T

VzyxfdVzyxf
i 10max

),,(lim),,(

Теорема. Егер  функциясы тұйық Т облысында үзіліссіз болса, 
онда (2.2.6) интегралдық қосындының шегі табылады жəне Т облысын 

),,( zyxf

қарапайым облыстарға бөлуге жəне Мi ),,( iii zyx   нүктесін таңдап алуға 
тəуелсіз болады. 

Егер Т облысында >0 болса, онда  үш еселі интеграл 

 - тығыздығы айнымалы 

),,( zyxf

∫∫∫
T

dVzyxf ),,( ),,( zyxf=γ  функциясы 

болатын  Т денесінің массасы. 
Декарттық координаталармен үш еселі интеграл  

∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,(  

түрінде жазылады. 
),,( zyxf =1 болса, онда дене массасы оның көлеміне тең: 

 ∫∫∫=
T

dxdydzV

Интегралдау облысы Т  төмендегідей түрде берілгенде, үш еселі интеграл 
қайталама интегралға келтіріледі: 

),(),(),()(, 2121 yxzzyxzxyyxybxa ≤≤≤≤≤≤ ,  

мұндағы, -үзіліссіз функциялар. Сонда ),(),,(),(),( 2121 yxzyxzxyxy

∫ ∫∫∫∫∫ =
)(

)(

),(

),(

2

1

2

1

),,(),,(
xy

xy

yxz

yxz

b

aT

dzzyxfdydxdxdydzzyxf
. 

Мысал 4.  үш еселі интегралын есептеу керек. ∫∫∫
T

ydxdydz2
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Т денесі координаттық жазықтармен жəне 2=++ zyx  жазықтығымен 
шектелген. 

Шешуі.  Берілген интегралды қайталамалы интегралға келтіреміз. 
Интегралдау шектері: 
                                     0 yxzxyx −−≤≤−≤≤≤≤ 20,20,1 . 

∫∫∫
T

ydxdydz2 = ∫ ∫∫
− −−x yx

ydzdydx
2

0

2

0

2

0

2 ∫∫
−

−−=
x

yx dyyzdx
2

0

2

0

2

0

2

∫∫
−

−−=
x

dyyxydx
2

0

2

0

)2(2 ∫∫
−

−−=
x

dyyyxdx
2

0

2
2

0

))2((2

∫
−−−=

2

0

2

0

32

)
32

)2((2 dxyyx x

∫
−

−
−

=
2

0

33

)
3

)2(
2

)2((2 dxxx ∫
−

=
2

0

3

6
)2(2 dxx

3
4

12
16

12
)2( 2

0

4

==
−

−=
x

 

 

2.2.6. Үш еселі интегралда айнымалыларды алмастыру. 
Үш еселі интегралда x, y, z айнымалыларынан  x=x(u,v,w),  y=y(u,v,w),  

z=z(u,v,w) қатынастарымен байланысқан жаңа u,v,w   айнымалыларына 
көшетін болсақ, өзара бірмəнді үзіліссіз сəйкестік Oxyz кеңістігінің Т 
облысының нүктелері мен Ouvw кеңістігінің Т/ облысы нүктелерінің 
арасында орнайды. x=x(u,v,w),  y=y(u,v,w),  z=z(u,v,w) функциялары 
өздерінің бірінші ретті дербес туындыларымен бірге үзіліссіз. Т/ облысында 
якобиан J нөлге тең емес: 

0),,( ≠

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

w
z

v
z

u
z

w
y

v
y

u
y

w
x

v
x

u
x

wvuJ . 

=∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,(

∫∫∫ ⋅=
T

f (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) J dudvdw

1. Цилиндрлік координаталар. x, y, z декарттық координаталардан
r,ϕ, z  цилиндрлік координаталарға көшейік:
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+∞<<∞−<≤+∞<≤=== zrzzryrx ,20,0(,sin,cos πϕϕϕ ).
(3-сурет). 
Түрлендіру якобианы J=r жəне үш еселі интегралды цилиндрлік 
координаталар арқылы түрлендіру формуласы: 

∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,( ∫∫∫ ⋅=
T

dzrdrdzrrf ϕϕϕ ),sin,cos( . 

2. Сфералық координаталар. x, y, z декарттық координаталардан θϕ ,,r  
сфералық координаталарғакөшейік: 

)0,20,0(
cos,sinsin,cossin

πθπϕ
θϕθϕθ

<≤<≤+∞<≤
===

r
rzryrx

 

(4- сурет). 
Түрлендіру якобианы J=r2sinθ  жəне үш еселі интегралды сфералық 
координаталар арқылы түрлендіру формуласы: 

=∫∫∫
T

dxdydzzyxf ),,(

∫∫∫ ⋅=
T

ddrdrrrrf θϕθθϕθϕθ sin)cos,sinsin,cossin( 2
. 

                      
                         3-сурет                                                    4-сурет 
 

2.2.7. Үш еселі интегралдың қолданулары. 

1. Т денесінің көлемі  формуласымен анықталады. ∫∫∫=
T

dxdydzV

2. Дене массасы.Егер дене тығыздығы айнымалы яғни ),,( zyxγγ =  
болса, онда дене массасы:  

                                                . ∫∫∫=
T

dxdydzzyxM ),,(γ

3.Дененің ауырлық центрінің координаталары: 
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∫∫∫=
T

c xdxdydz
M

x γ1
, ∫∫∫=

T
c ydxdydz

M
y γ1

, 

∫∫∫=
T

c zdxdydz
M

z γ1
. 

1=γ  болса, онда  

∫∫∫=
T

c xdxdydz
V

x 1
,     ∫∫∫=

T
c ydxdydz

V
y 1

,    ∫∫∫=
T

c zdxdydz
V

z 1
. 

4. Инерция моменттері. Тығыздығы үзіліссіз ),,( zyxγγ = функциясы 
болатын Т денесінің сəйкес Ох жəне Оу,Oz осьтеріне қатысты инерция 
моменттері : 

∫∫∫ +=
T

x dxdydzzyxzyI ),,()( 22 γ , , 

 

∫∫∫ +=
T

y dxdydzzyxzxI ),,()( 22 γ

∫∫∫ +=
T

z dxdydzzyxyxI ),,()( 22 γ

Координатталар бас нүктесіне қатысты дененің  инерциясының моменті: 

∫∫∫ ++=
T

dxdydzzyxzyxI ),,()( 222
0 γ . 

Мысал 5.  параболоидымен жəне z=1 жазықтығымен 
шектелген біртекті дененің ауырлық центрінің кординаталарын есептеңіз.. 

22 yxz +=

Шешуі. Дененің симметриялығына байланысты ауырлық центрі Oz осінде 
орналасқан. 

Демек, . Дене біртекті болғандықтан 0,0 == cc yx ∫∫∫=
T

c zdxdydz
V

z 1
 

формуласын қолданамыз. 

Бірінші дене көлемін есептейік..  жүйесін шешкенде  

теңдеуін аламыз. 
⎩
⎨
⎧

=
+=

1

22

z
yxz

122 =+ yx

Дененің хОу  жазықтығындағы проекциясы радиусы 1-ге тең дөңгелек 
болады. 

∫∫∫=
T

dxdydzV ∫∫∫
+

=
1

22 yxD

dzdxdy ∫∫ −−=
D

dxdyyx )1( 22
, 
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мұндағы, D облысы -  дөңгелегі. Соңғы интегралды есептеу үшін 
полярлық координаталарға көшеміз. D облысы 

122 =+ yx
10,20 ≤≤≤≤ rπϕ  

теңсіздіктерімен анықталады. Сонда 

∫ ∫ =−=
π

ϕ
2

0

1

0

2)1( rdrrdV ∫ ∫ =−
π

ϕ
2

0

1

0

3 )( drrrd
24

1)
42

(
2

0

2

0

1

0

42 πϕϕ
π π

==−∫ ∫ddrr
 

cz  үшін алымын есептейміз. 

∫∫∫
T

zdxdydz ∫∫∫
+

=
1

22 yxD

zdzdxdy ∫∫ +
=

D
yx

dxdyz 1
2

222

∫∫ +−=
D

dxdyyx ))(1(
2
1 222 ∫ ∫ =−=

π

ϕ
2

0

1

0

4 )1(
2
1 rdrrd

∫ ∫ =−
π

ϕ
2

0

1

0

5 )(
2
1 drrrd

36
1)

62
(

2

0

2

0

1

0

62 πϕϕ
π π

==−∫ ∫ ddrr
. 

Сонымен, 3
2

2
:

3
==

ππ
cz . Берілген дененің ауырлық центрі -С )

3
2;0;0(  

нүктесі. 
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III ТАРАУ. ҚАТАРЛАР. ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР
 

3.1. ҚАТАРЛАР 
 
3.1.1. Сандық қатарлар. Олардың жинақтылығы 

Айталық, 

                                                                                      (3.1.1) ,...,...,,, 321 naaaa
сандық тiзбек берiлсiн. 

Анықтама:  
                          ......321 +++++ naaaa                                    (3.1.2) 

өрнегiн сандық қата  деп атайды. Мұндағы 
,...,...,,, 321 naaaa  қатардың мүшелерi деп  аталады, ал  

na  - жалпы мүшесi деп аталады. 
Əдетте қатардың жалпы мүшесi өзiнiң нөмiрiнiң функциясы болып 

табылады, яғни 
)(nfan =  

Мына қосындылар    

nn aaasaasas +++=+== ......,,, 2121211  
дербес қосындылар деп аталады. Ал 

                            ...,...,,, 21 nsss                                               (3.1.3) 
дербес қосындылар тiзбегi деп аталады. 

Анықтама. Егер дербес қосындылар тiзбегiнiң ақырлы шегi бар болса, 
онда сандық қатар жинақты деп аталады, яғни 
                                                   SS nn

=
∞→

lim                                               (3.1.4) 

Анықтама. Егер дербес қосындылар тiзбегiнiң шегi жоқ болса, немесе 
шексiздiкке ұмтылса, онда сандық қатар жинақсыз деп аталады. 

Сандық қатардың жинақтылығын  анықтау үшiн, ғуелi оның жалпы 
мүшесiнiң формуласын жазып, содан кейiн  - шi дербес қосындысының 
формуласын жазады. Ақырында дербес қосындылар тiзбегiнiң шегiн табады. 

n

1. Қатардың жинақтылығын зертте:       ....
81
1

27
1

9
1

3
1

++++  

Шешуi: Əуелi жалпы мүшесiнiң формуласын жазалық:             n3
1

=na  

Ендi n-шi дербес қосындысын жазамыз              nnS 3
1...

27
1

9
1

3
1

+++=  

Соңғы қосындыға  назар салсақ, бұл кемiмелi геометриялық прогрессия 
мүшелерiнiң қосындысы екенiн көремiз. 
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Мұнда .
3
1,

3
1

1 == qb  Ал кемiмелi геометриялық прогрессия 

мүшелерiнiң қосындысы мына формуламен анықталатындығы белгiлi 

2
1

3
11

3
1

1
1 =

−
=

−
=

q
bS n  

Олай болса,                             
2
1lim =

∞→ nSn
 

анықтама бойынша, қарастырып отырған қатар жинақты, жғне оның 
қосындысы S=1/2. 

2. Мүшелерi натурал сандардан тұратын қатар қарастыралық: 
            ......321 +++++ n  
Осы қатардың жинақтылығын зертте.  
Шешуi: Əуелi жалпы мүшесiн жəне - шi дербес қосындысын жазалық n

nSna nn ++++== ...321,  
Байқап отырғанымыздай, дербес қосынды арифметикалық  прогрессия 

мүшелерiнiң қосындысы болады. Мұнда  1,11 == da  Олай болса                  

Ендi осы қосындының шегiн тапсақ,           ∞=
)+

=
∞→∞→ 2

1(limlim nnSS nnnn
 

яғни қатар жинақсыз. 

3. Мына                 ...
3
1
+⋅)1(...

3
1

3
1

3
1

3
1 1−++−+− −n  

қатардың жинақтылығын зертте. 

Шешуi: Мұнда                 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=⋅−= −

,
3
1
,0

,
3
1)1( 1

n
n

n Sa  

Олай болса                        
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+
=

∞→ ,
3
1
,0

lim nn
S  

яғни нақты  шегi жоқ. Қатар жинақсыз. 
 

3.1.2. Жинақтылық  белгiлерi 
1. Жинақтылықтың қажеттi шарты 
Егер сандық қатар жинақты болса, онда 

                                             0lim =
∞→ nn
a                                            (3.1.5) 

Жоғарыда қарастырылған қатарлар үшiн қажеттi шарттың орындалуын 
тексерелiк: 
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1. 0
3
1limlim ==

∞→∞→ nnnn
a  

2.  ∞==
∞→∞→
na

nnn
limlim

3. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−

+
=⋅−=

∞→∞→
n

n
a n

nnn
,

3
1

,
3
1

3
1)1(limlim  

4. 0
)12)(12(

1limlim =
+−

=
∞→∞→ nn

a
nnn

 

Бiрiншi жғне төртiншi қатарлар  үшiн жинақтылықтың қажеттi шарты 
орындалады, ал екiншi жəне үшiншi қатарлар үшiн жинақтылықтың қажеттi 
шарты орындалмайды. Жинақтылықтың қажеттi шарты орындалмағанда, ол 
қатар жинақсыз деп бiрден айтуға болады. 

Жинақтылықтың жеткiлiктi шарттары: 
Айталық, екi сандық қатарлар берiлсiн 

                                                                  (3.1.6) ∑
∞

=
=+++

1
21 ......

n
naaa

                                                                       (3.1.7) ∑
∞

=
=+++

1
21 ......

n
nbbb

 
1. Салыстыру белгiсi. Айталық (3.1.6) жəне  (3.1.7) сандық  қатарлардың  

жалпы мүшелерi мына теңсiздiктi қанағаттандыратын болсын: 
                                 ≤                                               (3.1.8) na nb

Сонда 
1) Егер (3.1.7) қатар жинақты болса, онда (3.1.6) қатар да жинақты болады; 
2) Егер (3.1.6) жинақсыз болса, онда (3.1.7) қатар да жинақсыз болады. 
Бұл жинақтылық белгiсiн қолданғанда, өзара салыстырылатын 

қатарлардың бiреуiнiң жинақтылығы немесе жинақсыздығы алдын-ала 
белгiлi болуы керек. 

5. Мына қатардың       ...1...
3

1
2

11 +++++
n

 жинақтылығын зертте. 

Шешуi: Бұл қатардың жалпы мүшесi 
n

bn
1

= . Осы қатарды 

гармоникалық қатармен салыстыралық. Оның  жалпы мүшесi  белгiлi  
n

an
1

= , 

жəне гармоникалық қатар жинақсыз. Осыдан  
n
1 ≤

n
1 ,  онда салыстыру 

белгiсiнiң екiншi тұжырымы бойынша қарастырылып отырған қатардың 
жинақсыз екенiн көремiз. 
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6. Қатар берiлген               ...
( 1)

1...
43

1
32

1
21

1
+

+⋅
++

⋅
+

⋅
+

⋅ nn
 

Бұл қатардың дербес қосындылар тiзбегiнiң шегi 1
1

11limlim =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

∞→∞→ n
S

nnn
 

екенiн көрсетуге болады, яғни бұл қатар жинақты. 

Ендi мына  қатарды ∑
∞

= +1
2)1(

1
n n

 зерттейiк. 

Бұл қатар үшiн     2)1(
1
+

=
n

an  ал алдынғы қатар үшiн   )1(
1
+

=
nn

bn  

Ендi екеуiн салыстырайық:            
)1(

1
)1(

1
2 +
<

+ nnn
    

Олай болса, салыстыру белгiсiнiң бiрiншi  тұжырымы бойынша зерттеп 
отырған қатар жинақты. 

Ескерту: Салыстыру белгiсiн қолданғанда екi қатарды салыстырғанда 
алғашқы мүшелерiнен бастап салыстыру мiндет емес. 

2. Даламбер белгiсi 

Айталық (3.1.5) қатар үшiн           q
a
a

n

n

n
=+

∞→

1lim  болсын. 

Сонда: 
1) егер  болса, қатар жинақты 1<q
2) егер  болса, қатар жинақсыз 1>q
3)  болғанда, қатардың жинақтылығы  жөнiнде бұл белгi жауап бере 

алмайды. 
1=q

7. Қатардың жинақтылығын зертте        ...
!

1...
321

1
21

11 +++
⋅⋅

+
⋅

+
n

 

Шешуi: )!1(
1,

!
1

1 +
== + n

a
n

a nn  

Даламбер белгiсiн қолданалық 

,0,0
1

1lim
)!1(

!limlim 1 ==
+

=
+

=
∞→∞→

+

∞→
q

nn
n

a
a

nn
n

n

n
 

олай болса қатар жинақты. 

8. Қатардың жинақтылығын зертте              ∑
∞

=

+
1 3

)!1(
n

n

n
 

Шешуi: Мұнда                 11 3
)!2(,

3
)!1(

++
+

=
+

= nnnn
nana  
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=
+

=∞
+

⋅
+

=
∞→+∞→

+

∞→ 3
)2(lim

)!1(
3

3
)!2(limlim 1

1 n
n

n
a
a

n

n

nn
n

n

n
 

яғни, , олай болса, қатар жинақсыз. 1>q

9. Гармоникалық қатар берiлген  ∑
∞

=1

1
n n

 жинақтылығын Даламбер 

белгiсiн қолданып зертте.  

Шешуi:    1
1,1

1 +
== + n

a
n

a nn ;      1
1

limlim 1 =
+

=
∞→

+

∞→ n
n

a
a

n
n

n

n , 

яғни . Даламбер белгiсi жинақтылығы жөнiнде жауап бере 
алмайды. Алайда, бiз бұрыннан білетініміздей, бұл қатар жинақсыз. 

1=q

3. Кошидiң интегралдық белгiсi 
Егер (3.1.6) қатарының мүшелерi монотонды кемiмелi жəне )(xf  

функциясы үзiлiссiз nanf =)(  болса, онда (3.1.6) қатары мен 

∫
∞

≥
a

adxxf ,1,)(  меншiксiз интегралы бiр мезгiлде жинақты болады немесе 

жинақсыз болады. 

10. Қатардың жинақтылығын зертте         ∑
∞

= 1

1
n

sn    

Шешуi: Егер s=1 тең болса, гармоникалық қатар аламыз. Ол жинақсыз. 
Eгер s≠1, онда бұл қатардың мүшелерi монотонды кемiмелi болады. Ендi 

sx
xf 1)( =   функциясы 1≥x  болғанда үзiлiссiз. Олай болса, бұл қатардың 

жинақтылығын Кошидiң интегралдық белгiсiн қолдану арқылы зерттеймiз. 

1

1lim
1

1lim
11 1

−∞→∞→

∞

−
∫ =∫ =

ss xsx
dx

x
dx

R

R

Rs

R

 

Мұнда екi жағдай болуы мүмкiн 

1) , онда  1>s
1

111lim
1

1
1 −

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− −∞→ sRs sR
 

2) , онда 1<s ∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− −∞→
11lim

1
1

1sR Rs
 

Сөйтiп  1>s  болғанда, зерттеп отырған қатар жинақты, ал 1≤s  
болғанда, қатар жинақсыз болады. 

Бұл ∑
∞

=1

1
n

sn
 қатар жалпыланған гармоникалық қатар деп аталады. 
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3.1.3. Айнымалылы таңбалы қатарлар

Мүшелерiнiң таңбалары əр түрлi болып келетiн қатарларды айнымалылы
таңбалы қатарлар деп атайды.

Айталық,
 a1 + a2 + a3 + ... + an + ...  (3.1.9)

айнымалылы таңбалы қатар болсын. Осы қатардың мүшелерiнiң абсолют
шамаларынан құрылған қатарды жазалық:

 a1 + a2 + a3 + ... + an + ... (3.1.10)
Егер (3.1.10) қатар жинақты болса, онда (3.1.9) қатар абсолюттi жинақты

деп аталады.
Егер (3.1.10) қатар жинақты болса, онда  (3.1.9)  қатар да жинақты болады. 

Жинақтылықтың Лейбниц белгiсi
Егер кезек таңбалы қатар мүшелерiнiң абсолют шамаларынан құрылған

тiзбек нөлге ұмтылатын монотонды, өспейтiн тiзбек болса, яғни
 a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ ...an ≥ ...  (3.1.11)

жəне
 lim = 0

∞→ nn
a ,                                    (3.1.12) 

онда кезек таңбалы қатар 
                                    (3.1.13) ...)1(... 1

321 +−+++− −
n

n aaaa
жинақты болады. 
Салдар. Лейбниц белгiсiнің шарттарын қанағаттандыратын кезек таңбалы 

қатардың қалдығы 
...)()1( 21 +−−= ++ nn

n
n aar  

мына          
                                        1+< nn ar                                        (3.1.14) 

теңсiздiгiмен бағаланады. 
1. Кезек таңбалы қатардың жинақтылығын зертте 

...1)1(...
4
1

3
1

2
11 1 +−++−+− −

n
n  

Шешуi: Жинақтылығын Лейбниц белгiсiн қолданып зерттеймiз. Ол үшiн 
осы белгiнiң екi шарттарының орындалуын тексеремiз 

1) ,
1

1,1
1 +
== + n

a
n

a nn жəне 
1

11
+

>
nn

 

2) 01limlim ==
∞→∞→ n

a
nnn

 

Екi шарт та орындалады. Қатар жинақты. 
2. Қатардың абсолюттi жинақтылығын зертте 
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∑
∞

= −
−

1 13
)1(

n n

n
 

Шешуi: Лейбниц белгiсiнiң шарттарын тексерелiк: 

1.  
23

1
13

1,
23

1,
13

1
1 +

>
−+

=
−

= + nnn
a

n
a nn  

2) 0
13

1limlim =
−

=
∞→∞→ n

a
nnn

 

Екi шарт та орындалады. Қатар жинақты. 
Ендi қатардың мүшелерiнiң модульдерiнен құралған қатарды қарастыралық 

∑
∞

= −1 13
1

n n
 

Бұл қатар жинақсыз (салыстыру белгiсiн немесе интегралдық белгiнi 
пайдаланып, жинақсыз екенiн көрсетуге болады). 

Сондықтан берiлген кезек таңбалы қатар шартты жинақты болады. 
 
3.1.4. Функциялық қатарлар 

Айталық 

                                   ),...(),...,(),(),( 321 xuxuxuxu n                        (3.1.15) 
функциялар тiзбегi берiлсiн. 

...)(...)()()( 321 +++++ xuxuxuxu n  
өрнегiн функциялық қатар деп атайды. 

Функциялық қатардың жеке түрi 

                                 (3.1.16) ...)(...)()( 0
2

02010 +−++−+−+ n
n xxaxxaxxaa

дəрежелiк қатар деп аталады. Мұнда  - тұрақты сандар. na
Сондай-ақ   болғанда 00 =x

                                                              (3.1.17) ......2
210 +++++ n

nxaxaxaa
Дəрежелiк қатардың жинақтылық интервалының радиусы былай 

анықталады: 

             
1

lim
+

∞→
=

n

n

n a
aR                                        (3.1.18) 

немесе  

                                      
n

n
n a

R 1lim
∞→

=                                              (3.1.19) 

1. Дəрежелiк қатардың жинақтылық облысын тап 

...
4

)3()1(...
4

)3(
4

)3(
4

3 1
3

3

2

2

+
−

−+−
−

+
−

−
− −

n

n
n xxxx
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Шешуi: Əуелi жинақтылық интервалының радиусын табамыз. Мұнда

         ,
4

)1(,
4
)1(

1

1
1

1

+

+

+

− −
=

−
= n

n
nn

n
n aa  

Сонда                  .4
4

4limlim
1

1

===
+

∞→
+

∞→ n

n

n
n

n

n a
aR  

Сонымен, R=4, олай болса жинақтылық интервалы 00 xRxRx +<<− , немесе 
3434 +<<+− x ;  71 <<− x . 

Ендi қатардың жинақтылығын жинақтылық интервалының шеткi 
нүктелерiнде зерттеймiз: 

1. 1−=x , сонда                1
4
4)1()1(

4
)31()1( =⋅−⋅−=

−−
−=

n

n
nn

n

n
n

nu  

Жалпы мүшесi тұрақты сан. Сондықтан  қатар жинақсыз. 

2. , сонда                  7=x n
n

n
n

n

n
n

nu )1(
4
4)1(

4
)37()1( −=−=

−
−=  

бұл қатар кезек таңбалы қатар, сондықтан Лейбниц белгiсiн пайдаланып, 
оның жинақсыз екенiн көрсетуге болады. Сөйтiп, жинақтылық интервалының 
шеткi нүктелерiнде қатар жинақсыз болды. Демек, анықталу облысы (-1;7)  
интервалы болады. 

2. Қатардың жинақтылық облысын тап       ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+1 13n

n
n

x
n
n

 

Шешуi: Мұнда                
n

n n
na ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

13
 

жинақтылық радиусын (3.1.19)  формуласы бойынша табамыз 

     313lim13lim1lim =
+

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

==
∞→∞→∞→ n
n

n
n

a
R

n
n

n

nn
n

n
 

Жинақтылық интервалы (-3; 3) болады. Осы интервалдың шеткi 
нүктелерiнде берiлен қатардың жинақтылығын тексерелiк: 

1) . Сонда,            3−=x
n

nn
n

n n
n

n
nu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=−⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

13
3)1()3(

13
 

бұл кезек таңбалы қатар. Оның жинақтылығын анықтау үшiн, Лейбниц 
белгiсiнiң шарттарын тексеру қажет: 

0
13

11lim
13

3limlim 3
1

≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

−

∞→∞→∞→
e

nn
na

n

n

n

nnn
, 

яғни белгiнiң екiншi шарты орындалмайды. Олай болса, қатар жинақсыз. 
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2) x = 3 . Сонда,
n

n n
nu ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
=

13
3

, 

бұл қатар үшiн жинақтылықтың қажеттi  шарты орындалмайды. Сондықтан 
ол жинақсыз. Сонымен анықталу облысы (-3;  3) интервалы болады. 

Егер дəрежелiк қатарда x -тiң  тек жұп немесе тақ дəрежесi болса, бұл 
қатардың жинақтылық радиусы Даламбер белгiсiн немесе Коши белгiсiн 
тiкелей қолдану арқылы табылады: 

1) 1lim
)(
)(limlim 1

0
0

1
011 <⋅−=

−
−

= +

∞→

+
+

∞→

+

∞→
n

n

nn
n

n
n

n
n

n

n a
axx

xxa
xxa

u
u

, 

немесе  

2) 1lim)(lim 00 <⋅−=−
∞→∞→
n

nn
n n

nn
axxxxa  

3. Қатардың жинақтылық облысын тап              ∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
−

1

2

9
1

n

n

nn
x

 

Шешуi: Бұл қатарда x  тек жұп дəрежелi. Сондықтан Даламбер белгiсiн 
пайдаланайық: 

 =
−
⋅

⋅
⋅+

−
= +

+

∞→

+

∞→ n

n

n

n

n
n

n

n x
n

n
x

u
u

21

22
1

)1(
9

9)1(
)1(limlim  

       1
9

)1(
1

lim
9

)1( 22

<
−

=
+

⋅
−

=
∞→

x
n
nx

n
 

Сонымен, . 42,313,9)1( 2 <<−<−<−<− xxx
Ендi берiлген қатардың жинақтылық интервалының шеткi нүктелерiндегi 

жинақтылығын зерттейiк. 

1) . Сонда            2−=x
n

u
nnn

u nn

n

n

n

n
1,1

9
9

9
)12( 2

==
⋅

=
⋅
−−

=  

Жалпы мүшесi осы формуламен берiлген қатар жинақсыз (гармоникалық 
қатар). 

2) 4=x .    Сонда   

3) 
nnn

u n

n

n

n

n
1

9
9

9
)14( 2

=
⋅

=
⋅
−

= , 

яғни 4=x  нүктесiнде де қатар жинақсыз. Сөйтiп, анықталу облысы (-2; 4) 
интервалы болады. 
 
3.1.5. Функцияларды Тейлор жəне Маклорен қатарларына жіктеу

Егер f (x)  функциясын
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( ) ...
!

)(...)(
!2

)()(
!1

)()()( 0
2

0

''

0

'

0 +−++−+−+= n
n

xx
n
xfxxxfxxxfxfxf     (3.1.20) 

түрiнде жазуға болатын болса, онда )(xf  функциясы Тейлор қатарына 
жiктеледi.  

Егер  болса, онда  00 =x

              ...)(
!

)0(...)(
!2

)0()(
!1

)0()0()( 2
'''

+++++= n
n

x
n
fxfxffxf             (3.1.21) 

Бұл жағдайда )(xf  функциясы Маклорен қатарына жiктеледi. 
Функцияны Тейлор (Маклорен) қатарына жiктеу екi кезеңнен тұрады: 

1. Егер )( xf  шексiз дифференциалданатын болса, онда 

 есептелiп, сосын )...),(...,),(),(),( 0
)(

0
''

0
'

0 xfxfxfxf n (xf  үшiн Тейлор қатары 
жазылады. 

2. Алынған Тейлор қатарының анықталу облысы табылады.  
Сондай-ақ, функцияны Тейлор қатарына жiктегенде, көп жағдайда 

төмендегi теорема қолданылады. 
Теорема. Егер )(xf  функциясы шексiз дифференциалданатын болса 

жəне белгiлi бiр С саны табылып мына шарт 

                                Cxf n <)()(
                                            (3.1.22) 

орындалса, онда  )(xf  Tейлор қатарына жiктеледi. 
Кейбiр функциялардың Маклорен қатарына жiктелуi: 

1. +∞<<∞−=∑
∞

=
xx

n
e

n

nx ,
!

1
0

                                                     (3.1.23) 

2. +∞<<∞−
−

=∑
∞

=
xx

n
x

n

n
n

,
)!2(
)1(cos

0

2                                                       (3.1.24) 

3. +∞<<∞−
−

−
=∑

∞

=

−
+

xx
n

x
n

n
n

,
)!12(

)1(sin
1

12
1

                                                   (3.1.25) 

4. +
−

++=+ 2

!2
)1(1)1( xmmmxx m  

                           ...
!

))((
+

−−
+ 3

3
21 xmmm

                                        (3.1.26) 

егер            m>0,   онда      -1 ≤  x ≤  1 
-1 < m <0,     онда            -1 <  x ≤  1 
m ≤ - 1,  онда                   -1 <  x <  1 

5. 
11,

12
)1()(

1

12
1

≤≤−
−

−
=∑

∞

=

−
−

xx
n

xarctg
n

n
n

                                                           (3.1.27) 
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6. 1 ) ( 1) , 1 1
1

1

≤<−
−

=+ ∑
∞

=

−

xx
n

x
n

n
n

                                                    (3.1.28) 

Мысалы, (3.1.23) жiктеуiн пайдалансақ : 

                       ...
!

)1(...
!3!2!1

1
2642

2
+

⋅−
++−+−=−

n
xxxxe
nn

x                         (3.1.29) 

 
3.1.6. Функция мəндерін жуықтап есептеу 

Айталық, )(xf  функциясы Маклорен қатарына жiктелген болсын. Онда 
бұл функцияның  нүктесiнiң аймағындағы дəл мəнiн Маклорен 
қатарының көмегiмен, ал жуық мəнiн Маклорен қатарының дербес 
қосындысының көмегiмен есептеуге болады. Жуықтап есептегенде 
жiберiлген қатенi бағалау, əдетте, қатардың қалдығын бағалау арқылы 
жүргiзiледi. 

0=x

Егер Маклорен қатары кезек таңбалы қатар болса, онда жiберiлген қатенi 
бағалау Лейбниц теоремасының көмегiмен жүргiзiледi, ал алынған қатар оң  
таңбалы қатар болса, онда  қалдық қатарды салыстыру үшiн басқа бiр қатар 
алынады, əдетте кемiмелi  геометриялық прогрессия алынады. 

1. Айталық   функциясының мəнiн жуықтап есептеу керек болсын.  xe
Маклорен қатарын пайдаланып, жуықтап 

!
...

!2!1
1

2

n
xxxe
n

x ++++≈  

жазуға болады. Ендi осы жуықтап есептегенде жiберiлген қатенi бағалау 
керек. 

Шешуi: Қалдық қатарды жазалық  

  =+
+

++
+

+
+

=
+++

...
)!3(

...
)!2()!1(

)(
321

n
x

n
x

n
xxR

nnn

n  

       <⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+++
+

++
+

+
⋅= ...

)3)(2)(1()2)(1(1!

32

nnn
x

nn
x

n
x

n
xn

 

        ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
++

+
+

+
+

+
⋅< ...

)1(
...

)1()1(1! 3

3

2

2

m

mn

n
x

n
x

n
x

n
x

n
x

 

Сөйтiп 

              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
+

+
+

+
⋅< ...

)1()1(1!
)( 3

3

2

2

n
x

n
x

n
x

n
xxR
n

n                       (3.1.30) 

теңсiздiгiн алдық. Мұнда оң жақтағы квадрат жақшаның  iшiнде кемiмелi 
геометриялық прогрессия тұр. Оның қосындысы 
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xn
x

xn
n

n
x

n
x

n
x

S
−+

=
−+

+
⋅

+
=

+
−

+=
11

1
1

1
1

1  

Ақырында 

                             
xn

x
n
xxR
n

n −+
⋅<

1!
)(                                          (3.1.31) 

2. Маклорен қатарының дербес қосындысын (5.6.1) пайдаланып, 3 e  
өрнегiн 0,002 дғлдiкпен жуықтап есепте. 

Шешуi: Дəлдiктi  (3.1.31) теңсiздiгiнде -дi  өзгерте отырып анықтаймыз, 
яғни 

n
001,0)( <xRn  орындалуы керек. 

Айталық  3=n  болсын, сонда  

0006,0
1782

1
11
3

6
1

3
1

3
14

3
1

!3
3
1

4

3

3 <⋅=⋅⋅=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

<R  

Олай болса  деп алып ,(5.6.1) формуласын қолданып, 3=n
3951,1

3
1

!3
1

3
1

!2
1

3
1

!1
11 32

3 ≈⋅+⋅+⋅+≈e   , 

яғни 3951,13 ≈e есептегенде, жiберiлген қате 0,001-ден артық болмайды. 

3. Маклорен қатарының дербес қосындысын пайдаланып 3 30  санын  
0,0001  дəлдiкпен жуықтап есепте. 

Шешуi: Əдетте n B санын есептегенде, B санын мына  

түрiнде өрнектеп алады. Мұнда  

caB n +=

1<na
c  болуы керек.  

Сонда                     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+⋅=∩∇↓≥+= n

n
n

n n n

a
ca

a
cacaB 11Q  

Осыдан кейiн (3.1.26) жiктеуiн пайдаланамыз. Мұнда 

                n
m 1
= , na

cx =  

Сөйтiп      
3
1

33 33

9
113

9
1133330 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅=+⋅=+= , яғни 9

1,
3
1

== xm . 

Ендi (3.1.26) формуласын пайдаланып, 
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⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+⋅
⋅⋅

+⋅
⋅

−⋅+⋅= ...
9
1

!3
3
5

3
2

3
1

9
1

!2
3
2

3
1

9
1

3
11330 32

3 . 

кезек тңбалы қатар алдық. Онда көрсетiлген дəлдiктi орындау үшiн Лейбниц 
теоремасын қолданамыз. 

1+< nn aR  
Айталық,   болсын 2=n

00008,0
118098

10
9
1

!3
3
5

3
2

3
1

, 3232 ==⋅
⋅

<< RaR . 

Сонымен 2=n  деп алсақ 00008,02 <R  болады, яғни көрсетiлген дəлдiк 
орындалады. 

Cөйтiп,  1071,3
9!2
3
2

3
1

9
1

3
11330 2

3 ≈
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

⋅
−⋅+⋅≈ . 

4. ∫
−1

0

2

2

dxe
x

 интегралын 0,001 дəлдiкпен есепте. 

Шешуi: Анықталмаған интегралды қарастырғанда ∫
−1

0

2

2

dxe
x

 

алынбайтын интеграл деп айтылған болатын. Сондықтан бұл интегралды 
жуықтап есептеуге тура келедi. Ол үшiн (3.1.29) 

 жiктеуiнде -тың орнына )( 2x− ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

2

2x
-нi қоялық: 

...
!32!22!12

1 3

6

2

42
2

2

+
⋅

−
⋅

+
⋅

−=
− xxxe
x

 

 
Кезек таңбалы қатар алдық. Ендi дəрежелiк қатарды мүшелеп, интегралдауға 
болатынын ескерiп: 

...
!327!225!123 3

7

2

532

0

2

+
⋅⋅

−
⋅⋅

+
⋅⋅

−=
−

∫
xxxxdxe
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аламыз. Олай болса

...
7 2 3!

1
!225

1
!123

11 32

21

0

2

+
⋅⋅

−
⋅⋅

+
⋅⋅

−=
−

∫ dxe
x

 

Алынған кезек таңбалы қатар Лейбниц теоремасының шарттарын 
қанағаттандырады. Сондықтан көрсетiлген дəлдiктi орындау үшiн сəйкес  -
дi табу керек. Айталық   болсын: 

n
3=n

.0002,0
24169

1
!429

1
43 =

⋅⋅
=

⋅⋅
<R  

Олай болса  болғанда берiлген интеграл 0,001 дəлдiкпен жуықтап 
есептелiнедi. 

3=n

858,0
336

1
40
1

6
11

1

0

2

2

≈−+−≈∫
−
dxe

x

 

 
3.2. ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 
 
3.2.1. Бiрiншi реттi дифференциалдық теңдеулер 

Бiрiншi реттi дифференциалдық теңдеулер мына түрде берiледi 

                                   0),,( =′yyxF                                        (3.2.1) 
Ал бұл теңдеу бiрiнше реттi  туынды арқылы шешiлсе, онда 

                                   ),( yxfy =′                                    (3.2.2) 
Егер дифференциалданатын ( )xy ϕ=  функциясы (3.2.2) теңдеуiн 

қанағаттандырса, онда ол осы дифференциалдық теңдеудiң шешiмi деп 
аталады. 

(3.2.2) теңдеудiң жалпы шешiмi ),( Cxy ϕ=  түрiнде берiледi. Мұнда C  
кез келген нақты сан. 

(3.2.2) теңдеуiнiң дербес шешiмi жалпы шешiмдегi  тұрақты C санының 
белгiлi бiр мəнiнде алынады. 

(3.2.1) немесе (3.2.2) дифференциалдық теңдеулерiнiң шешiмiнiң графигiн 
интегралдық қисық деп атайды. 

Коши есебi. Берiлген 0xx =  болғанда, 0yy =  болатын бастапқы 
шарттарды қанағаттандыратын (3.2.2) теңдеуiнiң шешiмiн табуды Коши есебi 
деп атайды. 

Дифференциалдық (3.2.2) теңдеуiнiң дербес шешiмiнiң геометриялық 
мағынасы: 

Берiлген  нүктесiнен  өтетiн интегралдық қисықты табу. ),( 00 yxM
Төменде кейбiр дифференциалдық теңдеулердi шешу əдiстерi көрсетiледi. 
Сондықтан дифференциалдық теңдеудi шешуге кiрiспес бұрын, оның  əуелi  
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түрiн анықтап алу өте маңызды.

1. 1
3
1 3 −+= xxy  функциясы  433 23 +−+−=−′ xxxyy

дифференциалдық  теңдеуiнiң шешiмi екенiн көрсет. 
Шешуi: Берiлген функция дифференциалдық теңдеудiң шешiмi болу 

үшiн, бұл функцияны теңдеуге қойғанда тепе-теңдiк  шығуы керек.   
Əуелi функцияның туындысын табалық:           12 +=′ xy

Ендi  пен -тердi дифференциалдық теңдеуге қоялық y y ′

43)1
3
1(31 2332 +−+−=−+⋅−+ xxxxxx  

43331 2332 +−+−=+−−+ xxxxxx  

Тепе-теңдiк алдық. Олай болса 1
3
1 3 −+= xxy  функциясы берiлген 

дифференциалдық теңдеудiң шешiмi болады. 
2.  функциясы  қандай дифференциалдық  теңдеудiң 

шешiмi болады? 
xCxy 1

3 +=

Шешуi: Берiлген функцияның туындысын табалық 

1
23 Cxy +=′  

Осыдан . Ендi  өрнегiн берiлген функцияға қойсақ, 

 немесе . 

2
1 3xyC −′= 1C

xxyxy ⋅−′+= )3( 23 02 3 =−−′ xyyx
Сонымен  функциясы  

дифференциалдық теңдеуiнiң шешiмi болады. 
xCxy 1

3 += 02 3 =−−′ xyyx

3.  дифференциалдық теңдеуiнiң 02 3 =−−′ xyxy 3=x  болғанда 5=y  
болатын бастапқы шарттарын қанағаттандыратын дербес шешiмiн тап. 

Шешуi: Алдыңғы мысалда бұл теңдеудiң жалпы  шешiмi  
табылған болатын. Ендi осы шешiмнен бастапқы шарттарды 
қанағаттандырàтын - дiң сəйкес мəнiн табалық: 

хСxy 1
3 +=

1C

.
3

22,3275 11 −=⋅+= СС . 

Сонда iздеп отырған дербес шешiм           xxy ⋅−=
3

223  

 
3.2.2. Айнымалылары бөлiнетiн дифференциалдық теңдеулер 

Айнымалылар бөлiнетiн дифференциалдық теңдеу мына түрде берiледi: 
             0)()()()( 2121 =⋅+⋅ dyyNxNdxyMxM                  (3.2.3) 
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Бұл теңдеудi  өрнегiне бөлсек, онда айнымалылары
бөлiнген теңдеу аламыз.

)()( 21 yMxN ⋅

                    0
)(
)(

)(
)(

2

2

1

1 =+ dy
yM
yNdx

xN
xM

                        (3.2.4) 

(3.2.4) теңдеуiнiң жалпы интегралы 

           Cdy
yM
yNdx

xN
xM

=+ ∫∫ )(
)(

)(
)(

2

2

1

1                        (3.2.5) 

(3.2.3) теңдеуiн мына түрге келтiруге болады: 

0
)(
)(

)(
)()()(

2

2

1

1
21 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅ dy

yM
yNdx

xN
xMyMxN  

Сондықтан соңғы теңдеудiң алдында тапқан (6.1.5) шешiмiнен басқа мына 
                                  0)()( 21 =⋅ yMxN                                        (3.2.6) 

теңдеудi қанағаттандыратын да шешiмi болады. Егер бұл шешiм (3.2.5)  
шешiмiне кiрмесе, онда ол ерекше шешiм деп аталады. 

1. Теңдеудi шеш           )0( ≠−=′ y
y
xy , 

)4;3(M  нүктесiнен өтетiн интегралдық қисықты тап.  
Шешуi:  

Теңдеудi түрлендiрелiк         xdxydy
y
x

dx
dy

−=−= ,  

Бұл айнымалылары бөлiнген теңдеу.  Теңдеудi интегралдасақ, 

CyxCxy
=+=+ 22

22

,
222  

Мұнда əрине С>0. Сондықтан бұл шеңберлер жиынтығы болады. Ендi 
)4;3(M  нүктесiнен өтетiн шеңбердiң теңдеуiн жазу үшiн, сəйкес C-ны табу 

керек: 
           9 + 16 = C,       C = 25. 
Сондықтан  iздеп отырған  шеңбер. 2522 =+ yx

2. ytgxy =⋅′  дифференциалдық теңдеуiнiң 2
π

=x  болғанда, 1=y  

болатын дербес шешiмiн тап. 
Шешуi:  Теңдеудi түрлендiремiз 

,, dxctgx
y
dyy

dx
dytgx⋅ = = ⋅

Бұл айнымалылары бөлiнген теңдеу. Олай болса, оны интегралдап,
ln y = lnsin x + lnC, y =C sin x  аламыз.
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Eндi iздеп отырған дербес  шешiмдi табу үшiн, сəйкес C -ны табамыз:

, 1
2

sin1 =⋅= CC π
. 

Дербес шешiм xy sin= . 
 
3.2.3. Бiрiншi реттi сызықтық дифференциалдық теңдеулер 

Бiрiншi реттi сызықтық дифференциалдық теңдеулердiң жалпы түрi 
                                )()( xfyxpy =⋅+′                                    (3.2.7) 

мұндағы )(),( xfxp  берiлген функциялар. Бұл теңдеудi Бернулли əдiсiн 
қолданып шешедi. Шешiм екi функцияның көбейтiндiсi ретiнде алынады. 

                                        )()( xvxuy ⋅=                                  (3.2.8) 
Мұнда 

                                                               (3.2.9) 
∫−= dxxpexv )()(

                                                     (3.2.10) Cdxxfexu dxxp
+⋅= ∫∫ )()( )(

Сонда, 

                      [ ]∫ +⋅= ∫∫− Cdxxfeey dxxpdxxp )()()(
                (3.2.11) 

1. Теңдеудi шеш:              xexyy x cos2
2
⋅=+′ −

Шешуi:   Мұнда    xexfxxp x cos)(,2)(
2
⋅== −

Сонда                              
22)( xxdx eexv −− == ∫

Cxdxxeexu xx
+=⋅⋅⋅= −∫ sincos)(

22

 

Iздеп отырған шешiм мына түрде жазылады:    . )(sin
2

Cxey x +⋅= −

2. Дифференциалдық теңдеудi шеш:       3xyyx =−′

Шешуi: Берiлген теңдеудi түрлендiрелiк             21 xy
x

y =⋅−′  

Сонда
2)(,1)( xxf

x
xp =−=  болады. 

Демек                      xeeexv xx
dxdx

x ==== ∫∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−

ln
1

)(  
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u x = ∫ e
−∫ x ⋅ x ⋅ dx = ∫ e

− x ⋅ x ⋅ dx =
dx

2ln2)(  
 

                              ∫ +== Cxxdx
2

2

 

Теңдеудiң жалпы шешiмi:            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅= Cxxy

2

2

 

3. 
x

tgxyy
cos

1
=⋅+′  теңдеудiң  бастапқы  шартын  3)0( =y  

қанағаттандыратын дербес шешiмiн тап.  

Шешуi: Мұнда x
xftgxp

cos
1)(, ==  . 

Сонда                       xeexv xtgxdx cos)( cosln === ∫−

                         Ctgx
x

dxdx
x

exu
tgxdx

+==⋅⋅∫= ∫∫ 2coscos
1)(  

Жалпы шешiм мына түрде жазылады  
)(cos Ctgxxy +⋅= . 

Ендi бастапқы шартты қанағаттандыратын дербес шешiмдi табу  үшiн С -ның 
сəйкес мəнiн табу керек 

3),0(0cos3 =+⋅= CCtg . 
Сөйтiп iздеп отырған дербес шешiм 

)3(cos +⋅= tgxxy . 
3.2.4. Бернулли теңдеуi 

Бернулли теңдеуi деп мына түрде берiлген теңдеудi айтады 

                              .                                  (3.2.12) 
αyxfyxpy ⋅=⋅+′ )()(

Мұнда α≠0, α≠1.   Егер α=0, онда (3.2.7)  теңдеуiн аламыз, ал α=1 тең  
болса, онда айнымалылары бөлiнген теңдеу аламыз.  

Бернулли теңдеуiн (3.2.7) теңдеуi  сияқты шешуге болады, яғни шешiмдi 
 түрiнде алуға болады: )()( xvxuy ⋅=

Сонда 
∫−= dxxpexv )()(  

 
                       [ ]Cdxvxfu +⋅⋅⋅−= −− ∫ 11 )()1( αα α                       (3.2.13) 
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Сондай-ақ (3.2.12) теңдеуiн
nyZ −= 1

 ауыстыруын қолданып, сызықтық 
теңдеуге (3.2.7) келтiруге болады. 

1. Теңдеудi шеш:                 
121 −⋅=⋅+′ yxy

x
y  

Шешуi: Мұнда . Сондықтан 1−=n
yyZyyZ ′⋅=′== −− 2211 ,)(

. 
Ендi берiлген теңдеудi түрлендiрiп жазсақ, 

221 xy
x

yy =⋅+′ . 

Осы теңдеуге Z  жəне Z ′  өрнектерiн қоялық: 
22 221

2
1 xZ

x
ZxZ

x
Z =⋅+′=⋅+′ , . 

Сөйтiп, сызықтық теңдеу алдық. Оның шешiмiн )()( xvxuZ ⋅=  түрiнде 

iздеймiз. Мұнда ,2)(
x

xp =   ( ) 22xxf =  

Сонда             2

1ln2 1)( 2

x
eexv x

dx
x === ∫−

 

Cxdxxdxxexu x
∫∫ +==⋅⋅= 542ln2

5
222)(  

Осыдан              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅= Cx

x
yCx

x
Z 5

2
25

2 5
21,

5
21

 

2 Бернулли  теңдеуiн шеш:  

( ) 22
2 1

1
2 yxy
x
xy ⋅−=⋅

−
−′  

Шешуi: Мұнда . Сондықтан  2=n

yyZ
y

yZ ′⋅−=′== −− 221 ,1
 

Ендi берiлген теңдеудi түрлендiрсек 
2

2
2 11

1
2 x

yx
xyy −=⋅

−
−⋅′ −

. 

Соңғы теңдеуге Z   жəне Z ′  қойсақ, 

,1
1

2 2
2 xZ
x
xZ −=⋅

−
−′− . 
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(1 )
1

2 2
2 xZ
x
xZ −−=⋅

−
+′  

Бұл сызықтық теңдеу. Шешiмiн  )()( xvxuZ ⋅=  түрiнде iздеймiз: 

( ) 21ln1
2

1)(
22 xeexv xdx

x
x

−=== −−
−∫

 

xCdx
x

xdxxexu x
x

−=
−
−

=⋅−⋅= ∫∫
∫
−

2

2
21

2

1
1)1()( 2

 

Сонда 

)()1(
1),()1( 2

2

xCx
yxCxZ

−⋅−
=−⋅−=  

 
3.2.5. Бiртектi теңдеулер 

Мына түрде берiлген теңдеу 

                                           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=′
x
yfy                                                (3.2.14) 

бiртектi теңдеу деп аталады.  

Бұл теңдеуді x
yZ =  ауыстыруды қолданып, айнымалылары бөлiнетiн 

теңдеуге келтiредi: 

ZxZy
x
yZ +⋅′=′= ,  

Ендi (3.2.4)  теңдеуiн қайта жазсақ, 
                   )(ZfZxZ =+⋅′                                                 (3.2.15) 

Бұл айнымалылары бөлiнетiн теңдеу: 

x
dx

ZZf
dZ

=
−)(  

1 Теңдеудi шеш               x
ytg

x
yy +=′  

Шешуi: 
x
yZ =  ауыстыруын қолданамыз.              ′yZxZ =+⋅′ . 

Сонда 
tgZxZtgZZZxZ =⋅′+=+⋅′ ,  
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= ∫ctgZdZ = x + C
x
dx

tgZ
dZ lnln,  

CxZCxZ ⋅=⋅= sin,lnsinln  

CxxyCxZ ⋅⋅=⋅= arcsin,arcsin  
2. Теңдеудiң  жалпы шешiмiн тап. 

x
y

x
yy sin+=′  

Шешуi: Бұл бiртектi теңдеу. x
yZ =  ауыстыруын пайдалансақ, 

ZxZZZZxZ sin,sin =′+=+′  

∫ ==
2

ln
sin

,
sin

Ztg
Z

dZ
x
dx

Z
dZ

 

екенiн ескерiп, 

CxZtgCxZtg ⋅=⋅=
2

,ln
2

ln . 

Carctgxxy ⋅⋅⋅= 2  

Кейбiр кезде бiртектi теңдеулер басқаша түрде берiледi. Егер  ),( yxf  
функциясын  

),(),( yxfttytxf к ⋅=⋅⋅  
түрiнде жазуға болатын болса, онда ),( yxf  функциясы к  дəрежелi бiртектi 
функция деп аталады. 

Сондай-ақ кез келген  m дəрежелi бiртектi ),( yxF  функциясы мына түрде 
жазылады 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
x
yfXyxF m),( . 

3 Теңдеуді шеш: 
( ) 022 =⋅⋅−− dxyxdyyx  

Шешуi: Мұнда  пен  алдында тұрған  функциялар екiншi реттi 
бiртектi функциялар. Ендi 

dx dy
yxZ =⋅  алайық. Сонда  ZdxxdZdy += . Осы 

өрнектi берiлген теңдеуге қоямыз 
0)()1( 222 =⋅⋅−+⋅− dxZxZdxxdZZx  
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Бұл теңдеудi x 2 
 -қа қысқартсақ,

x(1− Z 2 ) ⋅ dZ − Z 3 ⋅ dx = 0

2

2

3

2

2
ln,1

y
xCy

x
dxdZ

Z
Z

−==
−

 

 
3.2.6. Екiншi реттi дифференциалдық теңдеулер 

Екiншi реттi дифференциалдық теңдеулер мына түрде берiледi: 
                        0),,,( =′′′ yyyxF                                             (3.2.16) 

немесе 

                   ),,( yyxfy ′=′′                                        (3.2.17) 
Екiншi реттi дифференциалдық теңдеулердiң жалпы шешiмi  

                                                                                   (3.2.18) ),,( 21 CCxy =
түрiнде берiлiп, оның өрнегiне екi тұрақты   сандары кiредi. 21 CC ,

Коши есебi. Берiлген 0xx =  болғанда, 00 yyyy ′=′= ,  болатын бастапқы 
шарттарды қанағаттандыратын (3.2.17) теңдеуiнiң шешiмiн дербес шешiм 
деп атайды. 

Мұнда дербес шешiмге сəйкес келетiн  сандары мына теңдеулер 
жүйесiнен анықталады 

21 CC ,

                                                          (3.2.19) 
⎩
⎨
⎧

=

=

),,(

),,(
''

2100

2100

CCxy

CCxy

Төменде екiншi реттi теңдеулердiң интегралданатын қарапайым түрлерi 
қарастырылады. 

Интегралданатын екiншi реттi теңдеулер қатарына белгiлi бiр əдiстер 
қолданғанда ретi төмендетiлетiн теңдеулер жатады. Сондай теңдеудiң үш 
түрiн қарастыралық: 

а) (3.2.17) теңдеудегi оң жақта тұрған функция тек  x - тен тəуелдi, яғни 
           )(xfy =′′                                                 (3.2.20) 

Бұл теңдеудiң жалпы шешiмi екi рет интегралданып табылады. 

                                 ( )∫ ∫ ++= 21 CxCdxdxxfy )(                        (3.2.21) 

1. Теңдеудi шеш   612 2 +=′′ xy
Шешуi:  Екi рет интегралдаймыз 
           ( )∫ ++=+=′ 1

32 64612 Cxxdxxy
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y = ∫ (4x3 +6x+C1)dx = x4 +3x2 +C1x+C2

2. y ′′ = cos кx  теңдеуiнiң x = 0  болғанда, y=0, y′ =1  болатын дербес
шешiмiн тап.

Шешуi: Əуелi жалпы шешiмiн табалық

 ′ = ∫ = +C1к
кxкxdxy sincos  

     ∫ ++−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 2121 CxC

к
кхdxC

к
кхy cossin

 

Ендi берiлген бастапқы шарттарға сəйкес келетiн   жəне -лердi 
табамыз. Ол үшiн алдынғы екi өрнектерге 

1C 2C

0=x  қоямыз. Сонда 

221
11
к

CC == ,  

Сөйтiп iздеп отырған дербес шешiм 

22
1
к

х
к
кxy ++

−
=

cos
 

б) (3.2.17)теңдеуiнiң өрнегiнде   жоқ, яғни y

                                                         )(yfy ′=′′                                       (3.2.22) 

Бұл теңдеудi yZ ′=  ауыстыру енгiзу арқылы шешемiз. Сонда 

 аламыз. Бұл бiрiншi реттi теңдеу. )(, ZfZyZ =′′′=′
3. Теңдеудi шеш             0=′⋅+′′ ytgxy  

Шешуi:  ауыстыру енгiземiз. Сонда yZ ′= 0=⋅+′ tgxZZ  
Бұл айнымалылары бөлiнетiн теңдеу 

10 CxZdxtgx
Z
dZ lncoslnln, =−=⋅+  

xCZ cos⋅= 1  немесе xCy cos⋅=′ 1 .   
Осыдан  

211 CxCxdxCy +== ∫ sincos  
 

Сонымен жалпы шешiм:      21 CxCy +⋅= sin  
в) теңдеуiнiң өрнегiнде тəуелсiз айнымалы x  жоқ, яғни  

                                                            ).(yfy =′′                                 (3.2.23) 
Бұл теңдеудi интегралдау - тiң орнына жаңа тəуелсiз айнымалылы -тi  x y
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енгiзу арқылы жүзеге асырылады y′ = Z (y).

Сонда Z y
dx
dy

dy
dZ

dx
dZZy yx ′⋅′=⋅==′=′′ . 

Сөйтiп                     ZZy yZy ′ ′= ⋅′=′ , .          

4. Теңдеудi шеш:           
12'' −⋅′= yyy  

Шешуi: Бұл теңдеуде yZ ′= айнымалысын енгiзелiк. Сонда 

  ,ZZZ y ⋅′=′′ 112 −− ⋅=′⋅=⋅′ yZZyZZZ yy ,

yCZCLnyLnZ
y
dy

Z
dZ

11 =+== ,ln,  

Ендi       екенiн ескерiп, yZ ′=

)(

),(ln,,

21

2111

CxCey

CxCydxC
y
dyyCy

+=

+==⋅=′
 

 
3.2.7. Тұрақты коэффициенттi екiншi реттi сызықтық дифференциалдық 
теңдеулер 

Тұракты коэффициенттi екiншi реттi сызықтық дифферен-циалдық 
теңдеулер деп мына түрде берiлген теңдеулердi айтамыз 

                            )(''' xfyqypy =⋅+⋅+                    (3.2.22) 
Mұндағы  qp,  тұрақты сандар. 

Егер 0)( =xf  болса, онда бұл теңдеу бiртектi теңдеу деп аталады. 
                             0''' =⋅+⋅+ yqypy                                 (3.2.23) 

                                                                    (3.2.24) 02 =+⋅+ qкpк
(3.2.23) теңдеуiнiң жалпы шешiмi (3.2.24) сипаттамалық теңдеуiнiң 

түбiрлерiне байланысты анықталады: 
1. Егер  болса, онда  21 кк ≠

                                                                            (3.2.25) xкхк eCeCy 21
21 +=

2. Егер 21 кк =   болса, онда 

                                                                  (3.2.26) 
хкeCxCy 1)( 21 ⋅+=

3. Егер ,, 21 βαβα iкiк −=+=       болса онда 

                         )sincos( 21 xCxCey x ⋅+⋅⋅= ⋅ ββα
               (3.2.27) 
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1. Теңдеудiң жалпы шешiмiн тап
y' ' − 3 ⋅ y '− 4 ⋅ y = 0

Шешуi: сипаттамалық  теңдеуiн құрамыз
к 2 − 3 ⋅ к − 4 = 0, к1 = −1, к2 = 4

яғни . Олай болса, жалпы шешiмдi (3.2.25) формуласын
пайдаланып жазамыз

21 кк ≠

xх eCeCy 4
21 += − . 

2. 04'4'' =⋅+⋅− yyy  теңдеуiнiң 1)0(',0)0( == yy  бастапқы 
шарттарды қанағаттандыратын шешiмiн тап. 

Шешуi: характеристикалық теңдеу құрып, оны шешсек, 

2,044 21
2 ===+⋅− кккк . 

Ендi (3.2.26) формуласын қолданып, жалпы шешiм жазамыз 
xeCxCy 2

21 )( +=  

Бастапқы шарттарды пайдаланып,  тұрақты сандарды табамыз 21, CC

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⋅⋅++=

⋅+⋅=
⋅

⋅

02
212

02
21

2)0(1

)0(0

eCCC

eCC
 

Осыдан 0,
2
1

21 == CC . Сонда iздеп отырған шешiм 

xxey 2

2
1

=  

3. Теңдеудiң жалпы шешiмiн тап:                025'6'' =⋅+⋅− yyy  
Шешуi: 

43,43,0256 21
2 iкiккк −=+==+⋅−  

Жалпы шешiмдi (3.2.27) формуласын қолданып жазамыз 

)4sin4cos( 21
3 xCxCey x +⋅= ⋅

 
Егер (3.2.22) теңдеуiнде 0)( ≠xf  болса, онда теңдеу бiртекті емес теңдеу 

деп аталады. 
Бiртекті емес теңдеудiң (3.2.22) жалпы шешiмi екi шешiмнiң 

қосындысынан тұрады: 

                               yyy += *
                                                 (3.2.28) 

Мұнда y  бiртектi (3.2.23) теңдеудiң жалпы шешiмi. Ол (3.2.25) - (3.2.27)  
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формулаларымен анықталады. Ал  шешiмi ол бiртекті емес (3.2.22) 
теңдеудiң кез -келген бiр дербес шешiмi.

*y

Жалпы жағдайда бiртекті емес теңдеудiң дербес шешiмi )(xf  
функциясының түрiне байланысты əр түрлi əдiстердi қолданып табылады. 
Төменде екi жағдай қарастырылады. 

1. ,)()( x
n exPxf α⋅= α - тұрақты сан. 

Бұл жағдайда iздеп отырған дербес шешiмнiң түрi  α -ның мəнiне 
байланысты болады: 

а) егер α ≠ к1, α ≠ к2 болса, онда 

               )(* xQey n
x⋅= α

                                   (3.2.29) 
түрiнде iзделедi. Мұнда  - дəрежелi   белгiсiз коэффициенттерi 
бар көпмүше. 

nxQn )( n

б) Егер α = к1  немесе  α = к2 болса, онда  

                    
x

n exQxy ⋅⋅⋅= α)(*
                         (3.2.30) 

в) егер α = к1 = к2  болса, онда 

                       
x

n exQxy ⋅⋅⋅= α)(2*
                            (3.2.31 

Мұндағы  көпмүшелiгiндегi белгiсiз коэффициенттер 
анықталмаған коэффициенттер əдiсiн қолданып табылады. 

)(xQn

2. . )sincos()( bxNbxMexf xa +⋅= ⋅

Мұнда екi жағдай болуы мүмкiн. 
а) а+ib сипаттамалық теңдеудiң шешiмi болмайды, яғни а ± ib ≠ α ± iβ, 

онда дербес шешiм 

                                                (3.2.32) )sincos(* bxBbxAey xa +⋅= ⋅

б) а ± ib = α ± iβ, яғни а ± ib сипаттамалық теңдеудiң шешiмi болады, онда  
                   )sincos(* bxCbxAexy xa +⋅⋅= ⋅               (3.2.33) 

 
3.2.8. Анықталмаған коэффициенттер əдiсi  

Мысалдар қарастырамыз. 
1. Теңдеудiң жалпы шешiмiн тап  

)2(4'3'' 2 +⋅=⋅−⋅− xeyyy x  
Шешуi: сипаттамалық теңдеуiн шешiмiз 

4,1,043 21
2 +=−==−⋅− кккк . 

Бiртектi теңдеудiң жалпы шешiмi 
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y = C1e
−х +C2 e

+ 4x

Ендi бiртектi емес теңдеудiң дербес шешiмiн табалық.
Мұнда α = 2, α ≠ к1, α ≠ к2 , n=1, P( x )= x +2. Олай болса, дербес шешiм

(3.2.29) мына түрде iзделiнедi

 y* = e2⋅x ⋅ (Ax + B)  (3.2.34)
Ендi белгiсiз коэффициенттердi (А жəне В) анықтау үшiн осы шешiмдi 

берiлген теңдеуге қоямыз. Ол үшiн əуелi y* ', y* ' '  тауып аламыз

y * ' = (2 Ax + A + 2 B ) ⋅ e 2 ⋅x
 

xeBAAxy ⋅⋅++⋅= 2* )(4  ''  
Сонда  
4⋅(A x +A+B)-3⋅(2⋅A⋅ x +A+2B)-4⋅(A x +B)= x +2, 
(4A - 6A - 4A)⋅ x +4A+4B-3A-6B-4B= x +2 

- 6A⋅ x +A-6B = x +2 
Осы теңдiк орындалуы үшiн, теңдiктiң екi жағында x -тiң бiрдей 

дəрежелерiнiң алдындағы коэффициенттер тең болу керек: 

36
13,

6
1

,26
16

0 −=−=
=−
=−

BA
BA
A

x
x

 

Сөйтiп дербес шешiм 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−⋅=

36
13

6
12 xey x  

Ендi бiртекті емес теңдеудiң шешiмiн жазамыз: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−++=+= +−

36
13

6
124

21
* xeeCeCyyy xxx

 

2. Теңдеудi шеш: 
1424 2 ++=′⋅+′′ xxyy  

Шешуi: Мұнда  .142)(,2,0 2
2 ++=== xxxpnα

Сипаттамалық  теңдеудi шешелiк 
4,0,04 21

2 −===+ кккк  
Бiртектi теңдеудiң жалпы шешiмi: 

xeCCy 4
21

−⋅+=  
Ендi бiртекті емес теңдеудiң дербес шешiмiн iздеймiз. Бұл мысалда 0=α  

жəне 01 == кα . Сондықтан дербес шешiмдi мына  түрде iздеймiз 
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y* =x⋅Q2(x)=x⋅(Ax2 +Bx+C)=Ax3 +Bx2 +Cx. 
Осындағы  A, B жəне С белгiсiз коэффициенттердi табу үшiн, осы

шешiмдi берiлген теңдеуге қоямыз. Əуелi y* '  жəне y* ' '  тауып алу керек

BAxy

CBxxAy

26''

23'
*

2*

+=

++⋅=
. 

Cонда 

142)23(426 22 ++=++⋅++ xxCBxAxBAx . 
Ендi x -тiң бiрдей дəрежелерiнiң алдындағы коэффициенттердi 

теңестiрсек: 

16
1

8
3

6
1

142
468

212

0

2

=

=

=

=+
=+

=

C

B

A

CB
AB

A

x
x
x

 

Сонымен iздеп отырған дербес шешiм 

xxxy
16
1

8
3

6
1 23* ++= , 

Сонда толық шешiм 

xxxeCCy x

16
1

8
3

6
1 234

21 +++⋅+= −
 

3. Теңдеудiң жалпы шешiмiн тап: 
xxyyy 3sin93cos25'2'' +=⋅+⋅−  

Шешуi: Бiртектi теңдеудiң жалпы шешiмiн табалық: 

xexCxCy

iккк

⋅+=

±+==+−

)2sin2cos(

21,052

21

2,1
2

 

Ендi бiртекті емес теңдеудiң дербес шешiмiн табамыз. Мұнда a=0, b=3, 
яғни a ± ib ≠ α ± iβ, M=2, N=9. Сондықтан дербес шешiмдi (3.2.32) түрiнде 
iздеймiз 

xBxAy 3sin3cos* ⋅+⋅=  
Ендi белгiсiз коэффициенттердi табу үшiн, əуелi  тауып:  '',' ** yy

xBxAy
xBxAy

3sin93cos9*
3cos33sin3*

⋅−⋅−=′′
⋅+⋅−=′

    , 
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cосын y*, y* '  жəне y* ' ' - тердi берiлген теңдеуге қоямыз:
− 9 A cos 3x − 9 B sin 3x − 2(−3 A sin 3x + 3B cos 3x) +

+ 5 ( A cos 3 x + B sin 3 x ) = 2 cos 3 x + 9 sin 3 x
 (−4A− 6B)cos3x + (−4B + 6A)sin3x= 2cos3x + 9sin3x)
Ендi теңдiктiң екi жағындағы cos3x  пен sin 3x - тiң алдындағы

коэффициенттердi теңестiремiз

26
23,

13
12

964
264

3sin
3cos

=−=
⎭
⎬
⎫

=+−
=−−

AB
AB
BA

x
x

 

Сөйтiп iздеп отырған дербес шешiм 

xxy 3sin
13
123cos

26
23* ⋅−⋅=  

Ал бiртекті емес теңдеудiң жалпы шешiмi 

xx

exCxCyyy x

3sin
13
123cos

26
23

)2sin2cos( 21
*

⋅−⋅+

+⋅+=+=
 

Ескерту. Егер бiртекті емес теңдеудiң оң жағы екi функцияның 
қосындысы болса, яғни 

)()( 21 xfxfyqypy +=⋅+′⋅+′′ , 
онда бұл теңдеудiң дербес шешiмiн екi шешiмнiң қосындысы түрiнде 

табуға болады 
*
2

*
1

* yyy +=  

Мұнда   мына теңдеудiң дербес шешiмi *
1y

)(1 xfyqypy =⋅+′⋅+′′  
ал  төмендегi теңдеудiң дербес шешiмi *

2y
)(2 xfyqypy =⋅+′⋅+′′  

Жоғарыда бiртекті емес теңдеудiң дербес шешiмiн  )(xf  -тiң белгiлi бiр 
түрiне байланысты анықталмаған коэффициенттер əдiсiн пайдаланып таптық. 
Сондай-ақ дербес шешiмдi табатын жалпы əдiс те бар. Ол тұрақтыларды 
вариациялау əдiсi деп аталады. 
 
3.2.9. Тұрақтыларды вариациялау əдiсi 

Бұл əдiс - екiншi реттi сызықтық дифференциалдық теңдеулердiң 
коэффициенттерi тұрақты болмаған жағдайда да дербес шешiмдi табатын 
жалпы əдiс. Ол үшiн сəйкес бiртектi теңдеудiң шешiмi белгiлi болу керек. 
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Айталық  жəне  бiртектi теңдеудiң дербес шешiмдерi болсын, 
онда оның жалпы шешiмi мына

)(1 xy )(2 xy

        )()( 2211 xyCxyCy ⋅+⋅=                         (3.2.35) 
түрiнде жазылатыны белгiлi. 

Ендi осы шешiмдегi  тұрақты сандарды тұрақты емес, яғни  21 , CC x -
тен тəуелдi деп, яғни   қарастыралық. Сөйтiп бiртекті емес 
теңдеудiң дербес шешiмiн мына түрде iздеймiз 

)(),( 21 xCxC

                                   (3.2.36) )()()()( 2211
* xyxCxyxCy ⋅+⋅=

Мұндағы   жəне    төмендегi теңдеулер жүйесiнен табылады )(1 xC )(2 xC

            
⎩
⎨
⎧

=′⋅′+′⋅′
=⋅′+⋅′

)()()()()(
0)()()()(

2211

2211

xfxyxCxyxC
xyxCxyxC

                 (3.2.37) 

Бұл жүйенiң анықтауышы  

21

21

yy
yy

W
′′

=  

Вронский анықтауышы деп аталады. Мұнда   жəне   өзара 
тəуелсiз шешiмдер болғандықтан, 

)(1 xy )(2 xy
0≠W  (3.2.37) жүйенiң бiр ғана шешiмi 

болады. 
 
1. Теңдеудi шеш 

)2(43 2 +⋅=−′−′′ xeyyy x  
Шешуi: Бiртектi теңдеудiң жалпы шешiмi 

xx eCeCy 4
21

+− ⋅+⋅=  
Ендi бiртекті емес теңдеудiң дербес шешiмi мына түрде iзделiнедi 

xx exCexCy 4
21

* )()( ⋅+⋅= −  
Ал   жəне   (3.2.37) жүйесiнен анықталады )(1 xC )(2 xC

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⋅=⋅′⋅+⋅′−

=⋅′+⋅′
−

−

)2()(4)(

0)()(
24

21

4
21

xeexCexC

exCexC
xxx

xx

 

Осы жүйенi шешiп:  

∫ +⋅−= dxxexC x )2(
5
1)( 3

1  
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C 2 ( x ) = +
1
5 
⋅ ∫ e − 2 x ( x + 2 ) dx

Осыдан

⎦⎥
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−

+
⋅−= xx eexxC 33

1 9
1

3
2

5
1)(  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+

+
⋅−= −− xx eexxC 22

2 4
1

2
2

5
1)(  

Ендi табылған  жəне  - лердi дербес шешiмнiң өрнегiне 
қойсақ, 

)(1 xC )(2 xC

xexy 2*
36
13

6
1

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⋅−=  

аламыз.  
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