
Құрметті студент мырза!
 Дүниежүзіндегі дамыған елдердің экономикалық деңгейі жоғары

экономикалық көрсеткіштерімен анықталатыны белгілі. Қазақстан мемлекеті
бəсекелестікке қабілетті 50 елдің қатарына қосылу мақсатын қойып отырған
жағдайда сапалы білім беру жəне сапалы алу қажеттілігі күмəн туғызбайды. 
Экономикалық зерттеулерде жиі қолданылатын математиканың негізгі
салаларының бірі Ықтималдықтар теориясы жəне математикалық статистика.

Сіз Ықтималдықтар теориясы жəне математикалық статистика пəні
бойынша лекция тыңдап жəне практикалық сабақтарға қатысып біраз білім
жинақтадыңыз. Енді осы жинақтаған біліміңізді тестілік сұрақтарға жауап
беру арқылы тексеру мүмкіндігіңіз бар. Тестілік сұрақтарға бірден жауап
беруге көшпей тұрып əуелі төменде келтірілген қысқаша теориялық
мəлəметтермен танысып, еске түсіріп, сондай-ақ, типтік есептердің шығару
үлгілірімен танысып біраз жаттығып алуға кеңсе береміз.

Пəн үш бөлімнен тұрады:
1. Кездейсоқ оқиғалар
2. Кездейсоқ шамалар
3. Математикалық статистика

 
I БӨЛІМ 

 
1. Кездейсоқ оқиғалар

 
 Анықтама (ықтималдықтың классикалық анықтамасы). Берiлген 
тəжiрибедегi тең мүмкiндi элементарлық оқиғалар кеңiстiгiнiң А оқиғасына 
қолайлы оқиғалар санының осы кеңiстiктiң  барлық оқиғалар санына 
қатынасы А оқиғасының ықтималдығы деп аталады. 

 Бұл анықтамадан           P(A)=
m
n  (1.1.6)

формуласын аламыз. Mұндағы m - А оқиғасына қолайлы элементарлық
оқиғалар саны, n - элементарлық оқиғалар кеңiстiгiнiң барлық оқиғалар саны. 
Осы анықтамадан (1.1.6) формула негiзiнде m=n болса, А=Ω болады да, 
Р(А)=Р(Ω)=1 аламыз, яғни ақиқат оқиғаның ықтималдығы 1-ге тең, ендi m=0 
болса, А=∅  яғни мүмкiн емес оқиға, онда  Р(А)=0, мүмкiн  емес оқиғаның
ықтималдығы нөлге тең. Əдетте ақиқат  оқиғаны - U, ал мүмкiн емес оқиғаны
- V  арқылы белгiлейдi, яғни Р(U)=1, P(V)=0.

Мысал 1. А,В,С кезкелген оқиғалар болсын.
Мына A1 = ABC, A2 = ABC, A3 = A + B + C, A4 = ABC + ABC + ABC ,
A5 = ABC + ABC + ABC + ABC,  оқиғаларының мағынасы қандай?
 Шешуi: А1 оқиғасы А,В жəне С оқиғаларының бiрге пайда болуын

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ               2006 ж. 1

Қазешев А, Жандəулетов Ұ Ə2A                          Ықтималдықтар теориясы



бiлдiредi; А2 - А,В жəне С оқиғаларының ешқайсысының пайда
болмағандығын көрсетедi. А3 - A, В  жəне C  оқиғаларының ең болмағанда
бiреуiнiң пайда болатындығын бiлдiредi ( A, B,C, AB, AC,BC,ABC)

А4 - А,В жəне С оқиғаларының тек қана бiреуiнiң пайда болатындығын
көрсетедi; А5 - А,В,С оқиғаларының тек қана бiреуi пайда болады немесе
ABC  пайда болады, яғни А5=А2+А4;

Мысал 2.  Мерген нысанаға екi рет оқ атты. Аi-  i-шi атқанда нысанаға
тигiзуi (i=1,2 ). Ендi мына А - ең болмаса бiр рет тигiздi, В - бiр рет қана
тигiздi, С - екi рет тигiздi, Д - екi рет тигiзе алмады оқиғаларын А1, А2 
оқиғалары арқылы өрнекте.

Шешуi: А1,A2 - сəйкес бiрiншi жəне екiншi атқанда нысанаға тигiзуi, ал
A1  жəне A2  - сəйкес бiрiншi, екiншi атқанында нысанаға тигiзе алмауы.

Сонда А1+А2 оқиғасы, екi оқиғаның қосындысының анықтамасы
бойынша не А1  не А2 немесе А1⋅А2  оқиғаларының пайда болатынын, яғни ең
болмағанда бiр оқиғаның пайда болатынын көрсетедi, олай болса А=А1+А2.

Сол сияқты В= A1 ⋅ A2 + A1 ⋅ A2  - тек бiр рет нысанаға тигiзу; С= A1 ⋅ A2  -
нысанаға екi рет тигiзу; D= A1 ⋅ A2 - екi рет тигiзбеуi.

Мысал 3. Урнаға 4 ақ, 9 қара жəне 7 қызыл бiрдей шарлар салынған. 
Урнадан кез-келген бiр шар алынады. Сонда ақ шар пайда  болуының
ықтималдығы қандай?

Шешуi: А - ақ шар пайда болуы болсын. Бұл тəжiрибеде элементарлық
ωi (i=1,20) - оқиға дегенiмiз - урнадан  кез-келген бiр шар алу.  Шарлар  бiрдей
болғандықтан  бұл ωi  оқиғалары тең  мүмкiндi жəне  өзара үйлесiмсiз. 
Элементарлық оқиғалардың жалпы саны осы урнадағы шарлар санына тең
n=20,  ал  А оқиғасына қолайлы элементарлық оқиғалары саны урнадағы ақ
шарлар санына тең. Сондықтан ықтималдықтың анықтамасы бойынша:

 
P( A) = =4

20
1
5  ; 

Ықтималдық анықтамасын пайдаланып есептер шығарған кезде 
комбинаторика формулалары жиi қолданылады. Сондықтан, табиғаты əр 
түрлi болып келетiн, өзара айырмашылығы бар элементтерден 
құрастырылған комбинациялардың үш типiн қарастырайық. 

Анықтама: Берiлген əртүрлi n  элементтен m элемент бойынша 
орналастырулар деп, əрқайсысы бiр-бiрiнен не құрамы бойынша, не орналасу 
ретi бойынша ажыратылатын комбинацияларды айтады. 

Орналастырулардың жалпы саны мына формуламен анықталады  

  
A n n n n m

n
n mn

m = − − − + =
−

( )( )...( )
!

1 2 1 
( )!  (1.1.7)

Анықтама: Берiлген əртүрлi n  элементтен n элемент бойынша
алмастырулар деп, əрқайсысы бiр-бiрiнен тек орналасу ретi бойынша ғана
ажыратылатын комбинацияларды айтады.

Алмастырулардың жалпы саны:
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 Pn = n(n −1)(n −2)...(n −n +1) = n! (1.1.8)
Сондай-ақ алмастыруларды орналастырулардың жеке түрi ретiнде

қарастыруға болады, яғни
Pn = An

n = n!

 
Анықтама: Берiлген əртүрлi n элементтен m элемент бойынша терулер 

деп, əрқайсысы бiр-бiрiнен тек құрамы бойынша ажыратылатын 
комбинацияларды айтады. 

Терулердiң жалпы саны мына формуламен есептелiнедi: 

C
n

m n mn
m =

−
!

!( )!                                  (1.1.9) 
Бұл жерде  n! (n факториaл) мына түрде есептелiнедi 

    n!=1⋅2⋅3⋅...⋅(n-1)⋅n жəне  0!=1 деп қабылданады. 
 Мысал 4. а) Əрбiр Ө, Н, Ж, Е, Д, У əрiптерi бөлек қарталарға 

жазылған. Содан кейiн карталар араластырылып кез-келген  ретпен бiр 
қатарға орналастырылған. Сонда "ЖӨНДЕУ" сөзiнiң пайда болуының  
ықтималдығы қандай? 

б) Əрқайсысында бiр əрiп жазылған карталардан "БАРЛЫҚ" сөзi 
құрылған. Карталарды араластырып, содан кейiн бiр-бiрлеп алған ретiмен сөз 
құрастырылады. Сонда "ЛАҚ" сөзiнiң пайда болуының  ықтималдығы 
қандай? 

Шешуi: а) Берiлген алты карталардың бiр қатарға əртүрлi  
орналасуларының бiр-бiрiнен айырмашылығы олардың қандай ретпен 
орналасқандығында болады. Сондықтан ондай орналасулардың жалпы саны 
(1.1.9) формуламен анықталады, яғни 

       n =P6=6!=720 
Берiлген алты картаның əрбiр орналасу комбинацияларын оқиға  

ретiнде қарастырсақ, онда олар тең мүмкiндi, үйлесiмсiз оқиғалар болады. Ал 
бiзде қолайлы элементарлық оқиғалар саны m=1. 

Себебi  карталар əртүрлi  комбинациямен орналасқанда "ЖӨНДЕУ" 

сөзi  бiр-ақ рет кезiгедi. Сонда  P=
1 1

7206P
= ;

 
б) Берiлген алты карталардан үш карта бойынша орналастырулар саны 

n= . Ал үш əрiптен тұратын  комбинациялардың  бiзге керегi бiреу-ақ, яғни 

"ЛАҚ", олай болса m=1. Сөйтiп  

A6
3

P
A

= =
1 1

6
3 120 

;

Осы жерде комбинаторика формулаларын пайдаланғанда  мынадай екi 
ережелердi жиi колданатынымызды ескерте кеткен жөн.

Қосу ережесi: Егер əртүрлi  А жəне В элементтердi сəйкес  n жəне m 
рет жолмен таңдап ала алатын болсақ, онда осы екi элементтiң бiреуiн (А-ны
болмаса В-ны)  m+n  рет жолмен таңдап алуға болады.

Көбейту ережесi:  Егер бiр группада m элемент, ал екiншi группада n
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элемент болса, онда əрбiр группадан бiр элементтен алып құрылған
қосақтардың саны n⋅m  көбейтiндiсiне тең болады.

Расында  бiрiншi группаның бiр элементi екiншi группаның  əрбiр
элементiмен қосақталынады жəне керiсiнше, сондықтан қосақтардың  жалпы
саны m⋅n  көбейтiндiсiмен анықталады.

Мысал 5.  Цехта 6 ер адам, 4 əйел  адам жұмыс iстейдi. Табельдегi 
нөмiрлерi бойынша 7 адам таңдап  алынды. таңдап алынған адамдардың
iшiнде 3 əйел бар болуының  ықтималдығын табу керек.

Шешуi: Табельдегi нөмiрлерi бойынша барлығы 10 адамнан 7 адам
таңдап алудың жалпы саны 10 элементтен 7 элемент бойынша алынған
терулер саны сияқты есептелiнедi, яғни

  n=
C10

7 10!
7 3

=
! !  

Ал 3 əйелдi табельдiк нөмерлерi  бойынша 4 əйелдiң  iшiнен таңдап 
алудың саны (1.1.9) формула бойынша. 

   
m C1 4

3 4
3 1

= =
!

! !  
Сондай-ақ 6 ер адамнан 4 ер адам таңдаудың cаны 

   
m C2 6

4 6!
4 2

= =
! !  

Ендi  көбейту ережесiн пайдалансақ таңдап алынған 7 адамның iшiнде 
3 əйел 4 ер адам болу мүмкiндiктерiнiң жалпы саны m=m1⋅m2  тең. 

Cонымен анықталғалы отырған ықтималдық 

P
m m

n
C C
C

=
⋅

= =1 2 4
3

6
4

10
7

1
2  

Бұдан  былай ықтималдықтың  анықтамасын пайдаланып есептер 
шығарғанда, əуелi  оқиғаны  белгiлi бiр əрiп арқылы белгiлеп алу қажет. 
Содан кейiн тең мүмкiндi, үйлесiмсiз элементарлық оқиғалардың жалпы 
санын, сосын қолайлы элементарлық оқиғалар санын есептеген жөн. 

Мысал 6. Кiтап сөресiнде кездейсоқ ретпен 5 томнан тұратын анықтама 
қойылған: 

а) Кiтаптар бiрiншi томнан бесiншi томға дейiн дұрыс ретпен 
орналасуының ықтималдығын табу керек. 

в) Ең  болмағанда бiр томның реттi орнында тұрмаған жағдайдың 
ықтималдығын табу керек. 

Шешуi: Сынақ ретiнде кiтап сөресiнде кiтаптардың кез-келген ретпен 
қойылуын қарастырайық. Сонда кiтаптардың бұлай орналасуларының  
жалпы саны 

  n=P5=5!=120 
1 А əрiпi  арқылы кiтап сөресiнде кiтаптардың том нөмiрлерiнiң  өсу 
ретiмен орналасуын бiлдiретiн оқиғаны белгiлейiк. Бұл оқиғаға 
қолайлы элементарлық оқиға бiреу-ақ. Сондықтан 
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1

P(A)= 120 ;
2 В əрiпi арқылы, ең болмағанда бiр том реттi орнында  болмауын
бiлдiретiн оқиғаны белгiлейiк. Мұндай  оқиғалар саны m=n-1, яғни
m=119. Себебi кiтаптардың том нөмiрлерi бойынша дұрыс орналасу
саны бiрге тең, ал қалған  орналасулар В оқиғасын анықтайды. 
Сонымен P(B)=119/120;

Осы жерде А жəне В оқиғаларының  қарама-қарсы екенiн ескерсек,

онда P( A) + P( A) = 1  екенiн пайдаланып 
P(B) = 1− P( A) = 1− =1

120
119
120   табамыз, 

яғни  бұрынғы  жауапты алдық. 
 Мысал 7. Қорапта бiрдей 5 бұйым бар. Оның үшеуi боялған. Қораптан 
кезкелген екi бұйым алынды. 

1 Алынған екi бұйымның бiреуi боялған бұйым болуының 
ықтималдығын табу керек. 

2 Алынған бұйымның екеуi де боялған бұйым болуының 
ықтималдығын табу керек. 

 Шешуi: 1. Қорапта 5 бұйымның екеуiн барлығы     тəсiлмен алуға 
болады, ал алынған екi бұйымның бiреуi боялған болса, сол бiр боялған, бiр 
боялмаған бұйымдарды сəйкес     тəсiлмен алуға болады. Сонда 
екi бұйымның бiрi боялған болудың барлық қолайлы элементарлық оқиғалар 
саны 

n C= 5
2

m C1 3
1= m C2

1= 2

    m m m C C= ⋅ = ⋅ =1 2 3
1

2
1 6

Сөйтiп        
P

C C
C

=
⋅

= =3
1

2
1

5
2

3
5

0 6,
 

2 Алдыңғы пункттегi шығару жолын пайдаланып: 
     m C m C1 3

2
2 2

03 1= = = =,

Сонда    
P

C C
C

=
⋅

=3
2

2
0

5
2 0 3,

 
Ықтималдықтарды есептегенде қайталанбалы алмастырулар, орналастырулар 
жəне терулер де пайдаланылады. 

  
2. ЫҚТИМАЛДЫҚТАРДЫ ҚОСУ ТЕОРЕМАСЫ 

 
 Егер  А жəне В үйлесiмсiз оқиғалар болса, онда 

P A B P A P B( ) ( ) (+ = )+                     (1.2.3) 
Егер А жəне В үйлесiмдi оқиғалар болса, онда 
                       P A B P A P B P A B( ) ( ) ( ) (+ = )+ − ⋅                      (1.2.4) 
 

3. ЕҢ БОЛМАҒАНДА БIР ОҚИҒАНЫҢ ПАЙДА БОЛУЫНЫҢ 
ЫҚТИМАЛДЫҒЫ ТУРАЛЫ ТЕОРЕМА 
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A1, A2, A3, A4,..., An оқиғалары жинақ бойынша тəуелсiз болсын. Осы
оқиғалардың ең болмағанда бiреуiнiң (А оқиғасы) пайда болуының
ықтималдығы мына формуламен анықталады.

 P( A) = 1− P( A1 A2 ,... An ) = 1− q1q2 ...qn  (1.2.5)
Жеке жағдайда, егер A1, A2, A3,..., An оқиғаларының пайда болуының

ықтималдықтары бiрдей болса, яғни
P( A1 ) = P( A2 ) =...= P( An ) = p ,

онда
 (1.2.6) P A qn( ) = −1

Мысал 1.  36 картаның  iшiнен кезкелген  2 карта алынсын. Осы  екi 
картаның  бiр түстi  болуының ықтималдығын табу керек. 

Шешуi:  Əуелi алынған екi картаның белгiлi бiр түске жататынының 
(айталық "қарға" болсын) ықтималдығын табалық. Белгiлеу  енгiзелiк. А - 
бiрiншi  карта "қарға"  болсын, В - екiншi карта  да "қарға" болсын. Бұл екi 
оқиға тəуелдi  оқиғалар, яғни  В-ның  пайда болу ықтималдығы А-ның  пайда 
болуына, не пайда болмауына байланысты өзгерiп отырады. Сондықтан 

   
P A( ) =

9
36  , 

P BA ( ) =
8
35  

Осыдан 

   
P A B( )⋅ = ⋅ =

9
36

8
35

2
35  

Ал ендi A1, A2, A3, A4 алынған екi карта сəйкес төрт түстiң бiрiне 
жататындығын көрсететiн өзара үйлесiмсiз оқиғалар болсын. Сонда алынған 
екi картаның бiрдей түстi  (оқиға С) болуы A1, A2, A3, A4 оқиғаларының кез-
келгенi орындалса пайда болады, яғни  

   C= A1 + A2 +A3 +A4  ; 

Олай болса 
P C P( ) (= A +  A + A + A ) = P(A ) + P(A ) + P(A ) + P(A ) =

8
1 2 3 4 1 2 3 4 35

Мысал 2. Екi мерген атыс ала”ында атыс жүргiзуде. Бiрiншi мергеннiң
нысанаға тигiзу ықтималдығы  - 0,7, екiншiсiнiкi  - 0,8 тең. Егер екеуi де бiр-
бiрден атыс жасаса,  ең болмағанда бiреуiнiң  нысанаға дəл тигiзетiндiгiнiң
ықтималдығы қандай?

Шешуi: Белгiлеу енгiзелiк. А - бiрiншi мерген нысанаға дəл тигiздi. В -
екiншi мерген нысанаға дəл тигiздi. Бұл екi оқиға үйлесiмдi, себебi  екi 
мерген де нысанаға дəл тигiзуi мүмкiн ғой. Сондықтан үйлесiмдi 
оқиғалардың қосындыларының ықтималдығы туралы теореманы (1.2.4) 
пайдаланып:

 P( A + B) = 0,7 + 0,8 − 0,7 ⋅0,8 = 0,94
екенiн табамыз.

Осы мысалды  ең болмағанда бiр оқиғаның пайда болуы (оқиға D)
туралы теореманы пайдаланып та шығаруға  болатынын көрсетелiк. 
Шынында да D - оқиғасы ең болмаса бiреуiнiң  нысанаға тигiзуi болсын. 
Сонда
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P(D) = 1− P(A)P(B) = 1− 0,3 ⋅0,2 = 0,94 

Бұл жерде P( A) = 1− P( A) = 0,3  P(B) = 1− P(B) = 0,2

Мысал 3. Екi жəшiкке детальдар салынған. Бiрiншi жəшiкте 10 деталь, 
оның  үшеуi  стандартты, екiншiсiнде - 15 деталь, онда  6 стандартты бар. 
Əрбiр жəшiктен бiр-бiрден кез-келген деталь алынды. Алынған екi 
детальдiңде стандартты екенiнiң  ықтималдығын табу керек.

Шешуi: Белгiлеу енгiзелiк. А - бiрiншi жəшiктен алынған деталь
стандартты, В - екiншi жəшiктен алынған деталь стандартты. Сондықтан
P( A) = 3 / 10, P(B) = 6 / 15 . Алынған екi детальде стандартты болуы үшiн А⋅В
оқиғасы пайда болуы керек. Бұл екi оқиғада үйлесiмдi, себебi  екеуi бiрдей
пайда бола алады, сондай-ақ бұл оқиғалар тəуелсiз, себебi олардың пайда
болуы бiр-бiрiне байланыссыз. Сондықтан /1.2.2./ формуланы пайдалануға
болады:

 P( A ⋅ B) = P( A) ⋅ P(B) = 0,12

 
§3. ТОЛЫҚ ЫҚТИМАЛДЫҚТЫҢ ФОРМУЛАСЫ  

 БЕЙЕС ФОРМУЛАСЫ 
 

Егер А оқиғасы, өзара үйлесiмсiз, толық группа құратын В1, В2,...,Вn 
оқиғаларының (гипотезаларының) бiреуiмен бiрге пайда болатын болса, онда 
А оқиғасының ықтималдығы мына формуламен анықталады: 

P A P B P A P B P A P B P A P B P AB B n B i
i

n

n
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )= + + + =

=
∑1 2

1
1 2 Bi          (1.3.1) 

Мұндағы - шартты ықтималдықтар. Бұл (1.3.1) формула толық 
ықтималдықтың формуласы деп аталады. 

P AB1
( )

Сондай-ақ  жоғарыдағы шарттар сақталғанда Бейес формуласы 
орындалады: 

    
P B

P B P A
P AA i
i Bi( )

( ) ( )
( )

=
                                                   

(1.3.2)
Бұл (1.3.2) формула гипотезалардың ықтималдығын А оқиғасы пайда

болғаннан кейiн есептеуге қолданылады.
 Мысал 1. Қоймаға үш партия радиошамдар əкелiндi. Алынған кез-

келген радиошамның осы партиялардың əрқайсысынан алынуының  сəйкес
ықтималдықтары  0,25; 0,5; 0,25 тең. Ал əрбiр  партиядағы  радиошамдардың
белгiлi мерзiм жұмыс iстеп шығуларының ықтималдықтары сəйкес 0,7; 0,6; 
0,8.

1. Осы партиялардың бiрiнен алынған радиошамның белгiлi мерзiм
жұмыс iстеп шығуының ықтималдығы қандай?

2. Мерзiмдi уақыт жұмыс iстеп шыққан радиошамның екiншi партиядан
алынғандығының ықтималдығын табу керек.

 Шешуi: 1. Бұл мысалды шығару үшiн толық ықтималдықтың
формуласын жəне Бейес  формуласын қолдану қажет. Ол үшiн əуелi
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қарастырып отырған оқиғаларды белгiлеп алайық:
 А - радиошам белгiлi мерзiм жұмыс iстейдi; 
 В1 - радиошам бiрiншi партиядан алынған; 
 В2 - радиошам екiншi партиядан алынған; 
 В3 - радиошам үшiншi партиядан алынған.

Сонда P(B1)=0,25 PBi 
( A) = 0,7

 P(B2)=0,5 PB2 
( A) = 0,6

 P(B3)=0,25 PB3 
( A) = 0,8

В1, В2, В3 оқиғалар үйлесiмсiз жəне толық группа құрайды. Толық группа
құрайтындығын тексерейiк.

  P(В1 +В2 +В3)= P(В1)+P(В2)+P(В3)=0,25+0,5+0,25=1
Сонымен толық ықтималдық формуласының шарттары орындалады,

олай болса
  P(A)= 0,25⋅0,7+0,5⋅0,6+0,25⋅0,8=0,675
2. Ендi мерзiмдi уақыт жұмыс iстеп шыққан радиошамның екiншi 

партиядан алынғандығының ықтималдығын Бейес формуласын пайдаланып
табамыз.

   PA(B2)=0,5⋅0,6/0,675=0,445
Сол сияқты  PA(B3), PA(B1)  табалық

        PA(B1)=175/675,      PA(B3)=200/675
Бұл жерде PA(B1)+ PA(B2)+ PA(B3)=1 екенiн ескертемiз.
Байқап отырғанымыздай, А оқиғасы пайда болғаннан кейiн есептелiнген

мына PA(Bi) (i=1, 2, 3) шартты ықтималдықтар В1, B2, B3 гипотезаларының
ықтималдықтарының өзгергенiн көрсетедi.

Ескерту ретiнде айтарымыз, бұл (1.3.1) жəне (1.3.2) формулаларды
қолданғанда алынған В1, B2, ..., Bn гипотезаларының үйлесiмсiздiгiн жəне
толық группа құратындығын тексеру қажет.

 
§4. ТƏУЕЛСIЗ СЫНАҚТАР ТIЗБЕГI 

 
Нəтижелерiнде  тəуелсiз оқиғалар пайда болатын сынақтарды  тəуелсiз 

сынақтар деп атайды. Екi ғана  нəтижесi бар тəуелсiз сынақтарды 
қарастыралық. Мұндай  сынақтарға теңге  лақтыру, бұйымның  сапалылығын  
тексеру, детальдiң жарамдылығын тексеру т.б. сынақтар жатады. 

Сонымен аталған екi нəтиженi  "А оқиғасы пайда болады" жəне "А 
оқиғасы пайда болмайды" деп атаймыз, сондай-ақ осы екi оқиғаның  бiр-
бiрiне қарама-қарсы екенiн ескерiп, сəйкес ықтималдықтарын P(A)=p жəне 
P A p q( ) = − =1  деп аламыз, яғни А оқиғасының ықтималдығы тұрақты. 
Осындай шарттар орындалғанда Бернулли схемасы орынды деп айтады. 

 
БЕРНУЛЛИ ФОРМУЛАСЫ 

 
 Тəуелсiз n сынақтарда ықтималдығы тұрақты болатын А оқиғасының
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дəл к рет пайда болуының ықтималдығы Бернулли формуласымен
есептеледi:

 Pn (к) = Сn
к pкq n−к

 (1.4.1)
Мұндағы p=P(A), q=1-p= P( A) . Бұл формуланы кейде биномдық деп те

атайды.
 А оқиғасының ең ықтималды m0 рет пайда болуы мына теңсiздiктен

анықталады:
 np − q ≤ m0 ≤ np + p  (1.4.2)
Егер np-q- бүтiн сан болса, онда m0-дiң екi бүтiн мəнi болады, ал np-q-

бүтiн сан болмаса, онда m0- дiң бiр ғана бүтiн мəнi болады.
Бернулли формуласын пайдаланып мына оқиғалардың ықтималдығын

анықтауға болады:
1. Тəуелсiз n сынақтарда А оқиғасының к реттен кем пайда

болатындығының   ықтималдығы:

Pn Pn Pn к Pn i

i

к

( ) ( ) ... ( ) ( )0 1 1
0

1

+ + + − =
=

−

∑
             (1.4.3) 

2. к реттен артық болуының ықтималдығы: 

P к P к P n P in n n
i к

n

( ) ( ) ... ( ) ( )+ + + + + =
= +
∑1 1

1
n

              (1.4.4) 
3. Кем дегенде  к  рет пайда болуының ықтималдығы: 

                        (1.4.5) 
P к P к P n P in n n n

i к

n

( ) ( ) ... ( ) ( )+ + + + =
=
∑1

4. к  реттен артық емес пайда болуының ықтималдығы  

                           (1.4.6) 
P P P к P in n n n

i

к

( ) ( ) ... ( ) ( )0 1
0

+ + + =
=
∑

Бернулли схемасында сынақтар тəуелсiз болғандықтан, осы сынақтарда   
ең  болмаса бiр оқиғаның пайда болуының ықтималдығы мына формуламен 
анықталады: 

   P=1-qn                                           (1.4.7) 
  Мысал 1. Шахмат ойнау шеберлiгi тең екi шахматшы ойын көрсетуде. 

Тең аяқтаған ойынды есептемегенде: 
1 Төрт партияның үшеуiн ұту мен сегiз партияның бесеуiн ұтудың 
ықтималдықтарын табу керек. Қайсысының  ықтималдығы жоғары? 

2 Төрт партиядан кем дегенде үш партия ұту  мен сегiз партиядан кем 
дегенде 5 партия ұтудың ықтималдықтарын табу керек. Қайсысының 
ықтималдықтары жоғары? 

Шешуi: Ойнау шеберлiгi тең болғандықтан олардың əрбiр партияда ұту  
ықтималдықтары  0,5 тең. 

1. Төрт партиядан үш ұтыстың ықтималдығы Бернулли     формуласы 
(1.4.1) бойынша 
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P C4 4

3
3

3
1
2

1
2

1
4

( ) = ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⋅

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =  

Сегiз партияда  5 ұтыстың ықтималдығы 

   
P C8 8

5
5 3

5
1
2

1
2

7
32

( ) = ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ ⋅

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

 
Осыдан , яғни  төрт партиядан үш ұтыстың ықтималдығы, 

сегiз партиядан 5 ұтыстың ықтималдығынан жоғары. 
P P4 83( ) ( )> 5

2. Төрт партиядан кем дегенде үш ұтыстың ықтималдығы 

   
P P C C4 4 4

3
4

4
4

4

3 4
1
2

1
2

5
16

( ) ( )+ = ⋅
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ + ⋅

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

 
Сегiз партиядан кем дегенде 5 партия ұтудың ықтималдығы 

   
P P P P8 8 8 85 6 7 8

93
256

( ) ( ) ( ) ( )+ + + =
 

Осыдан  93/256 > 5/16, яғни сегiз партиядан кем дегенде бес ұтыстың  
ықтималдығы, төрт партиядан кем дегенде 3 партия ұтыстың  
ықтималдығынан жоғары. 

 Ескерту: Егер Бернулли схемасында  сынақтар саны үлкен болса, онда 
Бернулли формуласын пайдалану үлкен арифметикалық есептеулерге 
келтiредi. Сондықтан бұл жағдайда жуықтап есептеу формулаларын 
қолданады.  

 Егерде P(A)=p мəнi  0,5-тiң ма”айында болса, онда Муавр-Лапластың  
локалдық жəне  интегралдық жуықтау формулалары қолданылады. 

 
МУАВР–ЛАПЛАСТЫҚ  ЛОКАЛДЫҚ ТЕОРЕМАСЫ

 
 Тəуелсiз n сынақтарда ықтималдығы  тұрақты  А оқиғасының тура к 

рет пайда болуының ықтималдығы мына формула бойынша жуықтап 
есептеледi: 

 
P к

npq
xn ( ) ( )≈

1
ϕ

 , 
ϕ

π
( )x e

x

=
−1

2

2

2

, 
x

к np
npq

=
−

         (1.4.8) 
 

МУАВР-ЛАПЛАСТЫҚ  ИНТЕГРАЛДЫҚ ТЕОРЕМАСЫ 
 
 
 Тəуелсiз n сынақтарда ықтималдығы тұрақты А оқиғасының к1- ден кем 

емес к2- ден артық емес  рет пайда  болуының  ықтималдығы мына формула 
бойынша жуықтап есептеледi: 

P к к Ф х Ф хn ( , ) ( ) ( ),1 2 2 1≈ −        
x

к np
npq

Ф х
e dx

i
i

i

x
x

=
−

=
−

∫, ( )

2

2

0 2π
;
     (1.4.9) 

 
Мұндағы  ϕ(х), Ф(хi)  функцияларының мəндерiнiң кестесi бөлек

келтiрiлген.
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Муавр-Лапластың (1.4.9) формуласын пайдаланып тəуелсiз сынақтарда
А оқиғасының ықтималдығының салыстырмалы жиiлiктен ауытқуының
абсолют шамасының  ықтималдығы мына формула арқылы табылады:

   
P

m
n

p Ф
n
pq

− <
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
≈

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ε ε2

                           (1.4.10) 
Егерде P(A)=p мəнi 0,5 -тен едəуiр кiшi болса онда басқа жуықтау  

формуласы - Пуассон  формуласы қолданылады: 

  
P к

к
еn

к

( )
!

≈ −λ λ

,  λ=np                                 (1.4.11)   
 
 
 

Жаттығу есептері 
 

1. Жəшiктегi 15 детальдiң 10-ны боялған. Жинаушы кез келген 3 деталь 
алды. Алынған 3 деталь де боялғандығының ықтималдығы қандай? 

2. Бiрiншi жəшiкте  нөмiрлерi  1- ден 5 - ке дейiн, ал екiншiсiнде  6-дан 
10-ға дейiн шарлар бар. Əрбiр  жəшiктен  бiр-бiрден шар алынды. 
Алынған екi шардың  нөмiрлерiнiң қосындысы  11 болуының 
ықтималдығы қандай? 

3. Жəшiктегi 10 детальдiң 4-i боялған. Деталь жинаушы 3 деталь алды. 
Алынған үш детальдiң ең болмағанда бiреуi боялғандығының 
ықтималдығын табу керек. 

4. Ақшалай-заттай лотереяда əрбiр 10000 билетке 150 заттай жəне 50 
ақшалай ұтыс шығады. Бiр билетi бар адамға не заттай, не ақшалай 
ұтыс шығуының  ықтималдығы қандай? 

5. Урнада 10 қызыл, 5 көк жəне 15 ақ шарлар бар. Түстi шардың 
алынуының ықтималдығы қандай? 

6. Екi жəшiкте 20 детальден бар. Оның  iшiнде бiрiншi жəшiкте  17 
стандартты, екiншi жəшiкте 15 стандартты деталь бар. Екiншi 
жəшiктен кез-келген бiр деталь алынып бiрiншi жəшiкке салынған. 
Содан кейiн бiрiншi жəшiктен кез-келген бiр деталь алынды. Бiрiншi 
жəшiктен алынған детальдiң стандартты болуының ықтималдығын  
табу керек. 

7. Гаражда  5 машина бар. Кез-келген бiр сəтте машиналардың жұмыс 
iстеу ықтималдығы 0,8-ге тең. Қалаған бiр сəтте үш машинаның жұмыс 
iстеуiнiң  ықтималдығы қандай? 

8. Цехтағы 6 мотордың əрқайсысының белгiлi бiр сəтте iстеп 
тұрғандығының ықтималдығы 0,8-ге тең.  

9. Белгiлi бiр сəтте 4 мотордың iстеп тұруының ықтималдығын табу 
керек. 
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II БӨЛІМ.  КЕЗДЕЙСОҚ ШАМАЛАР 
 

Айталық элементарлық оқиғалар кеңiстiгi { }Ω = ω  берiлсiн. Егер осы 
кеңiстiкте анықталған Х(ω) функциясы сандық мəндер қабылдап, кез-келген  
x үшiн мына ықтималдық 

  P(X<x)=P{ω: X(ω)<x} 
анықталған болса, онда X{ω} функциясын кездейсоқ шама деп атайды. 
Кездейсоқ шамалар мен кездейсоқ оқиғаларды бiр-бiрiнен ажырата 

бiлген жөн. Анықтамадан байқап отырғанымыздай кездейсоқ шама мiндеттi 
түрде пайда болады, тек оның қандай мəндi қабылдайтыны алдын-ала 
белгiсiз. Ал кездейсоқ оқиғаның пайда болуының өзi кездейсоқ жай. 

Мысалы, теңге лақтыру тəжiрибесiн қарастырайық. Осы тəжiрибеде  
кездейсоқ оқиға деп елтаңбаның немесе цифрдiң пайда болуын айтамыз, ал 
кездейсоқ шама ретiнде тəжiрибе нəтижесiнде елтаңбаның пайда болу санын 
қарастыруға болады. Бұл кездейсоқ шаманың мүмкiн  мəндерi 0, 1, 2 ...,n, 
яғни тəжiрибе нəтижесiнде  елтаңба  мүлде  пайда болмауы мүмкiн, немесе 1 
рет, 2 рет, ..., n рет пайда болуы мүмкiн. Кездейсоқ шамалар дискреттi жəне 
үзiлiссiз  болып бөлiнедi. 

 Кездейсоқ шамалардың кейбiр мысалдарын келтiрелiк: 
1 Тəуелсiз n сынақтарда тұрақты ықтималдықпен А 

оқиғасының пайда болу саны; 
2 Бiр цех өнiмдерiнiң iшiндегi сапасыз бұйымдар саны; 
3 Снарядтың үшу алыстығы; 
4 Телефон станциясына белгiлi бiр уақыт мерзiмiнде келiп 

түскен тапсырыстар саны, т.б. 
Осы мысалдардан көрiп отырғанымыздай кездейсоқ шама тəжiрибенiң 

кездейсоқ нəтижесiнiң сандық сипаттамасы екенiн байқаймыз. 
 

§1. ДИСКРЕТТI КЕЗДЕЙСОҚ ШАМАЛАР 
 

Анықтама. Кездейсоқ шаманың қабылдайтын мəндерiнiң саны ақырлы 
болса немесе тiзбек түрiнде жазылса, онда ондай кездейсоқ шамаларды 
дискреттi кездейсоқ шамалар деп атайды. 

Дискреттi кездейсоқ шаманы анықтау үшiн үлестiрiм қатары - үлестiрiм 
кестесi құрылады. 

 
Х x1 x2 x3 ... xn

p p1 p2 p3 ... pn
 
Кестенiң жоғары жолында кездейсоқ шаманың мүмкiн мəндерi, ал 

төменгi жолында - сол мəндердiң сəйкес ықтималдықтары келтiрiлген. 

Мұнда    . 
pi

i

n

=
=
∑ 1

1

1.1. ҮЛЕСТIРIМ ЗАҢДАРЫ 
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       1. БИНОМДЫҚ ҮЛЕСТIРIМ 
 

Егер мүмкiн мəндерi 0,1,2,..., к , ...  болып, ал осы мүмкiн мəндердi 
қабылдау Х=к ықтималдықтары Бернулли формуласымен анықталса  

                           (2.1.1) 
knkk

nn qpCkPkXP −=== )()(

онда кездейсоқ шама биномдық үлестiрiм заңымен берiлген деп аталады. 
Сонымен биномдық үлестiрiм заңдылығымен берiлген дискреттi 

кездейсоқ шаманы - тұрақты ықтималдықты А оқиғасының n тəуелсiз 
сынақтарда пайда болуының саны ретiнде қарастыруға болады. 

 
2. ПУАССОН ҮЛЕСТIРIМI 

 
Егер тəуелсiз сынақтарда n  үлкен сан болса жəне  р-ның шамасы аз 

болса, онда кездейсоқ шаманың мүмкiн мəндерiнiң сəйкес ықтималдықтарын 
Пуассон формуласымен 

   P(X=x)=Pn(к)≈
λλ −e

k

k

! , λ=np                              (2.1.2) 
есептеу керек. 
Бұл жағдайда кездейсоқ шама Пуассондық үлестiрiм заңымен берiлген 

дейдi. Бернулли схемасына негiзделген тағыда басқа үлестiрiмдердi 
келтiрелiк. 

 
3. ГЕОМЕТРИЯЛЫҚ ҮЛЕСТIРIМ 

 
Айталық тəуелсiз сынақтарда Бернулли схемасы қарастырылсын, мұнда 

P(A)=p. Сонда қатарынан (к-1) рет A  оқиғасы пайда болып, ал к -шы ретте А 
оқиғасының пайда болу ықтималдығы мына формуламен анықталады 

    Г(к,р)=(1-р)к-1рm                                    (2.1.3) 
 
Ықтималдығы осы формуламен анықталған (к=1,2,3...,n) кездейсоқ 

шаманы геометриялық үлестiрiмiмен берiлген дейдi. 
 

4. ПАСКАЛЬ ҮЛЕСТIРIМI 
 

Тəуелсiз сынақтарда A  оқиғасы қатарынан к-1 рет пайда болып, сосын А 
оқиғасы m рет пайда болуының ықтималдығы мына формуламен 
анықталады. 

П к m C pк m
к к m( ,р, ) ( ) р= −+ −
−

2
1 1 −1

                           (2.1.4) 
 
Ықтималдығы осы формуламен анықталған кездейсоқ шама Паскаль 

үлестiрiмiмен берiлген дейдi. Геометриялық үлестiрiм Паскаль үлестiрiмiнiң 
жеке жағдайы, яғни m=1 болғанда геометриялық үлестiрiмдi аламыз. 
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5. ГИПЕРГЕОМЕТРИЯЛЫҚ  ҮЛЕСТIРIМ 
 

Егер X кездейсоқ шамасының мүмкiн мəндерi  0,1,2,3 ...к болып, ал 
сəйкес ықтималдықтары мына формуламен 

 
p C C Cn

к
N n
m к

N
m= −

− /                           (2.1.5) 
анықталса, онда кездейсоқ шама гипергеометриялық үлестiрiммен 

берiлген дейдi. 
Мысал 1. Жəшiкте барлығы 10 шар бар, олардың  7 - i қара 3-i көк 

шарлар. Жəшiктен кез-келген  5 шар алынды. Сол 5 шардың үшеуi қара 
болуының ықтималдығы қандай? 

Шешуi: Осындай мазмұнды есептi классикалық анықтаманы жəне 
комбинаторикадағы қосу жəне көбейту ережелерiн пайдаланып шығаруға 
болады. Бұл есептi солай шығарса болады. P C C C= ⋅7

3
3
2

10
5/

Ендi осы есептi жалпы түрде келтiрейiк. 
Мысал 2.  Жəшiкте барлығы  N  шарлар бар, оның iшiнде  n  қара шар 

бар, ал (N-n) - көк шарлар. Жəшiктен кез-келген m шар алынды. Сол алынған  
m  шардың iшiнде  к  қара  шар болуының ықтималдығы қандай? 

Шешуi:  x - жəшiктен алынған шарлар саны.  Бұл  кездейсоқ шаманың 
мүмкiн  мəндерi  0, 1, 2, ...,  m. 

Жəшiктегi  N  шардан m  шарды əртүрлi     жолмен  алуға болады, ал  
n  қара шарлардан к шарды əртүрлi   жолмен алуға болады, сонда алынған  
m шардың iшiнде m-к  көк шарлар болғандықтан  барлық  N-n көк шарлардан 
m - к  көк шарды   жолмен алуға болады. Сонымен жəшiктен  алынған  
шардың  к  қара шарын    жолмен, ал қалған  m-к  көк шарды  жолмен 
алуға болады екен. Олай  болса  комбинаторикадағы  көбейту ережесiн 
қолдансақ,  алынған  m   шардың iшiнде  к  - қара шар,     m-к   - көк шар 
болуы ⋅  жолмен анықталады. 

СN
m

Cn
k

СN n
m k
−
−

Cn
k СN n

m k
−
−

Cn
k СN n

m k
−
−

 
 Сонда ықтималдықтың классикалық анықтамасы  бойынша 

    
P

C C
C

C C
C

n
к

N n
m к

N
m=

⋅
=

⋅−
−

7
3

3
2

10
5

 
болады. 
Сөйтiп X-кездейсоқ шама гипергеометриялық  үлестiрiммен  берiлгенiне 

көз  жеткiздiк. 
 

1.2. ДИСКРЕТТI  КЕЗДЕЙСОҚ  ШАМАЛАРДЫҢ  САНДЫҚ   
СИПАТТАМАЛАРЫ. 

 
Дискреттi кездейсоқ  шаманың  математикалық үмiтi  деп оның мүмкiн 

мəндерiнiң сəйкес ықтималдықтарына көбейтiндiлерiнiң қосындысын  
айтады: 
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2

M X xi
i

n
pi( ) =

=
∑

1                           (2.1.6) 
Дискреттi  кездейсоқ  шаманың дисперсиясы деп, оның өзiнiң  

математикалық  үмiтiнен ауытқуының квадратының математикалық үмiтiн   
айтады: 

D X M X M X xi M xi pi
i

n
( ) [ ( )] ( ( ))= − = − ⋅

=
∑2 2

1            (2.1.7) 
Дисперсияны есептеудiң же”iлдетiлген формуласы : 

D X M X M X xi pi xi pi
i

n

i

n
( ) ( ) [ ( )] ( )= − = −

=
∑

=
∑2 2 2

11          (2.1.8)            
Дискреттi кездейсоқ шаманың орташа квадраттық ауытқуы мына 

формуламен  есептелiнедi: 

                 σ ( ) ( )x D= x                               
Дискреттi   кездейсоқ   шаманың  бастапқы  к  - реттi  моментi  деп  осы 

кездейсоқ шаманың  к-шы  дəрежесiнiң  математикалық  үмiтiн  айтады: 

υk X M X k xi
k pi

i

n
( ) ( )= =

=
∑

1                                  (2.1.9) 
Дискреттi кездейсоқ  шаманың  к - реттi орталық моментi  деп,  оның  

өзiнiң  математикалық  үмiтiнен ауытқуының к-шы дəрежесiнiң 
математикалық үмiтiн  айтады : 

                    (2.1.10) 
µk X M X M X k xi M xi

k pi
i

n
( ) [ ( )] ( ( ))= − = − ⋅

=
∑

1
Кездейсоқ шаманың математикалық үмiтi  бiрiншi бастапқы  

моментiне, ал  дисперсиясы - екiншi орталық моментiне тең : 
          

M X X( ) ( )= υ1     ,     D X X( ) ( )= µ2  
Сондай-ақ  екiншi, үшiншi  жəне  төртiншi  орталық моменттер   
 
бастапқы  моменттер  арқылы  төмендегiдей  өрнектеледi : 

           ,    , µ υ ϑ2 2
2= − 1 1µ υ υ υ υ3 3 1 2

33 2= − +

                              (2.1.11) 
4
12

2
1314

4 364 ννννννµ −+−=

Дискреттi   кездейсоқ   шаманың  ең ықтималды  мəнiн  оның  Модасы  
(M0)  деп атайды. 

Айталық  кездейсоқ  шаманың  n   мүмкiн  мəндерi  болсын. 
P X M D P X M D( ) ( )< = >

   
теңдiгi  орындалса, онда    кездейсоқ  шаманың  медианасы  деп  

аталады.   
M D

Егер  n=2к болса,  онда 
M x xD k k= + +

1
2 1( )

, егерде   n=2к+1  болса,  онда  
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M xD k= +1  ; 
Сондай-ақ  қарастырылып отырған  кездейсоқ  шаманың  үлестiрiм  

заңын  қалыпты  үлестiрiммен  салыстыру  үшiн  Еk  эксцесс  жəне  Аs  
асимметрия сипаттамалары  қарастырылады. Мұнда  

  
Ek = −

µ
σ

4

4
3
,      

As =
µ
σ

3

3  
Ескерту : қалыпты үлестiрiм үшiн    Ek = 0 ,  As = 0 
Математикалық  үмiттiң  қасиеттерi 
1.  М(с) = с  ,                          2.  М(сх) = сМ(х) 
3.  М(х ± у) = М(х) ± М(у)           4.  M(xy) = M(x)⋅M(y) 
 
Дисперсияның  қасиеттерi 
1.  D(x) ≥ 0   ,                         2.  D(c) = 0 
3.  D(cx) = c2 D(x)                   4.  D(x ± y) = D(x) + D(y) 
Мұндағы   x   жəне  y   тəуелсiз   кездейсоқ  шамалар. 
Жоғарыда  келтiрiлген  үлестiрiм  заңдарының  математикалық  үмiттерi  

мен дисперсияларын  келтiрелiк. 
1.  Биномдық  үлестiрiм 

   M(x) = np, D(x) = npq,   
A

q p
npqS =
−

, 
E

pq
npqk =
−1 6

  
2 Пуассон  үлестiрiмi 

M(x) = λ, D(x) = λ,                 
AS =

1
λ ,    

E k =
1
λ       

3.  Геометриялық  үлестiрiм 

p
xM 1)( =

,             
D x

p
p

( ) =
−1

2
              (2.1.12) 

4.  Паскаль  үлестiрiмi 

         p
mxM =)(

 ,   
D x

m p
p

( )
( )

=
−1
2

 
5.  Гипергеометриялық  үлестiрiм 

 
M x mp D x

N m
N

mpq( ) , ( )= =
−
−1  

Мұнда  m < 0,1⋅N  болғанда   D(x)  ≈ npq  болады, яғни  биномдық  
үлестiрiмнiң  дисперсиясына  жуықтап  тең  болады.   

Сондықтан  m < 0,1⋅N  болғанда 
C C

C
C p qn

k
N n
m k

N
m m

k k m k−
−

−≈
            

болады.   Осы  жағдайда    
p

m
N

≈
    болады. 

 
Мысал 3.  Дискреттi  кездейсоқ  шама  мына  үлестiрiммен  берiлсiн 
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Х -1 0 1 2 
р 0,2 0,4 0,2 0,2 

 
 Сандық   сипаттамаларын  тап. 
Шешуi : 
             М(X) = -1⋅0,2 + 0⋅0,4 + 1⋅0,2 + 2⋅0,2  = 0,4 
Дисперсияны  /2.1.8/  формуласын  қолданып  табамыз.  Ол  үшiн  əуелi 
 

X2 1 0 1 4 
р 0,2 0,4 0,2 0,2 

 

жазамыз.  Сонда       D X( ) ( , , , , ) ( , ) , ,= ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ − =1 0 2 0 0 4 1 0 2 4 0 2 0 4 2 1 04

М0=0. Себебi  кездейсоқ шаманың х=0  мəнi  ең үлкен ықтималдықпен  

қабылданады.  Ендi  MD  табу үшiн  n = 4  екенiн  ескерiп 
M D =

+
=

0 1
2

1
2     

аламыз. 
Сондай-ақ,  жоғарыда  келтiрiлген  (2.1.9) - (2.1.11)  формулаларын  

пайдаланып 
v M X D X
v
v
v AS k

1 2

2 3

3 4

4

0 4 104
12 0 288
16 21152
3 6 0 274 1023

= =

E

= =
= =
= =
= =

( ) , ( ) ,
, ,
, ,
, , = − ,

µ
µ
µ

 
табамыз. Мұнда  Аs > 0  олай болса   дифференциалдық  функцияның  

графигi  о”  жаққа  ”созы”қы” ,  ал   < 0   сондықтан  бұл  график  Гаусс  
қисығына  қарағанда  ”жатыңқы”.  

Ek

Егер  бiрдей   үлестiрiммен  анықталған  n  өзара  тəуелсiз  кездейсоқ  
шамалар   X1 ,  X2 , ..., X n     берiлсе    жəне     

M X M X M Xn a D X D X D Xn( ) ( ) ... ( ) , ( ) ( ) ... ( )1 2 1 2
2= = = = = = = = σ  

болса,  онда бұл  кездейсоқ  шамалардың  арифметикалық  орташасы  да  
кездейсоқ  шама   болады,  яғни 

                    
x

x x x
n

n=
+ + +1 2 ...

. 
Бұл арифметикалық орташаның  математикалық үмiтiн  табалық 

( )M x M
x x x

n n
M x M x an

n( )
...

( ) ... ( )=
+ + +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= + +1 2

1
1

=
 

 
яғни     M x a( ) =  
Ендi дисперсиясын  табалық 

( )D x D
x x

n n
D x D x

n
n

n( )
...

( ) ... ( )=
+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= + + =1

2 1

21 σ
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яғни         
D x

n
( ) =

σ 2

                                    (2.1.13) 
Сонымен (2.1.13)  формуладан  бiрнеше өзара  тəуелсiз  кездейсоқ  

шамалардың  арифметикалық  орташасының  дисперсиясы  берiлген  
кездейсоқ  шамалардың  дисперсиясынан едəуiр  кем  екендiгi  көрiнедi. 
Сондықтан  өмiрде  керектi  параметрдi  анықтау  кезiнде  жүргiзiлген  
қайталанбалы  өлшеулерде  дисперсияның  осы  қасиетiн  пайдаланады. 
Сөйтiп  iздеп  отырған  параметрдiң  мəнi  ретiнде  қайталанған  өлшеулер  
кезiнде  алынған  мəндердiң  арифметикалық  орташа  мəнiн  алады. 

 
§2. ҮЗIЛIССIЗ  КЕЗДЕЙСОҚ ШАМАЛАР 
 

 Анықтама. Егер кездейсоқ шама өзiнiң мүмкiн мəндерiн [a,b] 
интервалында қабылдаса жəне бұл мəндердi  нөмiрлеуге болмаса, онда ол 
үзiлiссiз  кездейсоқ шама деп аталады. 

Мысалы поездың кешiгу уақыты, атылған оқтың ұшу алыстығы  т.б. 
кездейсоқ шамалардың мүмкiн мəндерi  белгiлi бiр интервалды қамтып 
жатады. 

Кездейсоқ шаманың үлестiрiм заңдылықтарын əртүрлi жолмен 
қарастыруға болады. Төменде Х-кездейсоқ шаманың мүмкiн мəндерi 
тиянақты х санынан кiшi  болу ықтималдығы қарастырылады.  

Анықтама. Үлестiрiм функциясы деп  Х-кездейсоқ шамасының мəндерi  
тиянақты  х санынан кiшi болу ықтималдығын айтады. 

Үлестiрiм функциясы F(x) арқылы белгiленедi. Сонда анықтама 
бойынша  

F(x)=P(X<x) 
Бұл функцияны сондай-ақ интегралдық үлестiрiм функциясы деп те 

атайды. 
Негiзгi қасиеттерi: 

1 P(a ≤ X ≤ b)=F(b)-F(a) 
2 F(x2) ≥ F(x1), x2≥ x1                                (2.2.1) 

3 
lim ( ) ,
x

F x
→∞

= 1 lim ( )
x

F x
→−∞

= 0
      

Дискреттi  кездейсоқ шама үшiн интегралдық үлестiрiм функция былай 
анықталады: 

F(x)=P(X<x)=                        (2.2.2) 
pi

x xi <
∑

Мұндағы x1, x2 ... ,xn  дискреттi кездейсоқ шаманың қабылдайтын мүмкiн 
мəндерi, ал p1,p2,...,Рn сол мəндердiң қабылдануының сəйкес 
ықтималдықтары. Мына (2.2.2) қоcындысы тек xi < x  теңсiздiгiн 
қанағаттандыратын  барлық xi үшiн олардың сəйкес ықтималдықтарының 
қосындысы болады; х берiлген тиянақты сан. 

Анықтама: Үзiлiссiз кездейсоқ шаманың дифференциалдық функциясы 
(үлестiрiм тығыздығы) деп үлестiрiм функциясының бiрiншi туындысын 
айтады. 
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Дифференциалдық функцияны f(x) деп белгiлейдi. Сонда анықтама 
бойынша    

        f(x)=F ' (x)                                    (2.2.3) 
Негiзгi қасиеттерi: 
            1.  0)( ≥xf

            2.  
1)( =∫

+∞

∞−

dxxf

3 P(α≤x≤β)=  
f x dx( )

α

β

∫

   4. F(x)=  
f x dx

x

( )
−∞
∫

Мысал 1. Айталық  Х - дискреттi кездейсоқ шама үлестiрiм кестесi 
арқылы берiлген болсын 

 
0 1 3 3,5 

0,1 0,4 0,2 0,3 
 
Х - тiң үлестiрiм функциясын табыңыз. 
Шешуi: Ол үшiн (2.2.2) формуласын пайдаланамыз. Кестеден 

байқағанымыздай х<0 болса, онда X-тiң қабылдайтын мүмкiн мəндерi жоқ. 
Ал 0 ≤ x <1 болғанда Х-тiң қабылдайтын бiр мəнi, ол - 0;  ендi  1 ≤ x <3 болса, 
онда Х-тiң қабылдайтын екi мəнi бар, ол  0,1; т.с.с. ақырында  х ≥ 3,5 болса, 
онда  Х өзiнiң барлық мүмкiн мəндерiн қабылдайды, ол  - 0, 1, 3, 3, 5. 

Ендi  (2.2.2) формуласына түсiнiк келтiрелiк. Жоғарыда айтқанымыздай 
х<0 болса, онда есептiң шарты бойынша  0-санының сол жағында берiлген 
кездейсоқ  шаманың ешбiр мүмкiн мəнi жоқ, яғни кездейсоқ шаманың өзiнiң 
мүмкiн мəндерiнiң бiреуiн қабылдауын оқиға екенiн ескерсек, онда оның 0-
санының  сол жағынан мəн қабылдауы мүмкiн емес оқиға, олай болса 

   F(x) = P(x<0) = 0 
Ендi x<1 болса,онда  1- санының  сол жағында есептiң шарты  бойынша 

кездейсоқ шаманың бiр мəнi бар, ол 0 - саны. Олай болса  
   F(x)=P(x<1)=P(x=0)=0,1 
Сол сияқты x<3  болғанда,  3-санының сол жағында кездейсоқ шаманың 

екi мəнi бар. Ол осы мəндердiң бiреуiн қабылдауы мүмкiн, яғни екi оқиғаның 
бiреуi пайда болады дегенiмiз. Сондай-ақ, бұл екi оқиға үйлесiмсiз, 
сондықтан үйлесiмсiз оқиғалардың қосындысының ықтималдығы туралы 
теореманы пайдаланып: 

F(x)=P(x<3)=P(x=0)+P(x=1)=0,1+0,4=0,5 
Осы жолмен x<3,5  болғанда жəне x>3,5  болғандағы F(x)-ның мəндерiн 

есептеуге болады. 
Сонымен қорытындысында: 
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5

F x

x
x
x
x

x

( )

,
, ,
, ,
, , ,
, ,

=

<
≤ <
≤ <
≤ <
≥

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

0 0
0 1 0 1
0 5 1 3
0 7 3 3 5
1 3  

Ендi F(x) функциясының графигiн тұрғызайық. 
 

                                             

1

0,7
0,5

0,1

  1                3    3,5      x

F(x)

 
 
Мысал 2. Кездейсоқ шама интегралдық функциямен берiлген 
 

     

F x

x
x
x
x

x

( )

,
, ,
, ,
, ,
,

=

< −
− ≤ ≤ −
− ≤ ≤

≤ <
>

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

0 2
0 1 2 1
0 4 1 1
0 9 1 2
1 2

 
Үлестiрiм кестесiн құрыңыз, М(X), D(X), σ ( )X   табыңыз.   
Шешуi: Интегралдық функцияның өрнегiнен байқағанымыздай  x<-2, 

болғанда F(x)=0, яғни -2 -нiң  сол жағында кездейсоқ шаманың мүмкiн 
мəндерi жоқ. Ал   x<-1 болғанда  F(x)=0,1   бұл жағдайда кездейсоқ шаманың 
бiр мүмкiн мəнi бар ол - 2, сол сияқты x<1  болғанда F(x)=0,4, яғни 1 
санының сол жағында кездейсоқ шаманың екi мүмкiн мəнi бар, олар  - 2; 1. 

 Сондықтан  F(x)=P(x=-2)+P(x=-1).   Мұнда P(x=-1)=0,3. 
Ойымызды осылай жалғастыра отырып ақырында мынадай үлестiрiм 

кестесiн аламыз: 
-2 -1 1 2 
0,1 0,3 0,5 0,1 

 
 
М(X)=0,2, D(X)=1,56, σ ( )X =1,25.   

 
1 ҮЗIЛIССIЗ КЕЗДЕЙСОҚ ШАМАЛАРДЫҢ САНДЫҚ  

СИПАТТАМАЛАРЫ 
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1. Математикалық үмiтi  

    
M X xf x dx( ) ( ) ,=

−∞

+∞
∫

                     (2.2.4) 
2. Дисперсиясы 

[ ]D X x M X f x dx( ) ( ) ( ) ,= −
−∞

+∞
∫ 2

                  (2.2.5) 
Жетiлдетiлген формуласы:

D(X ) = x f (x)dx − [M (X )]
−∞

+∞
∫ 2

2

            (2.2.6) 
3. Орташа квадраттық  ауытқуы 

σ ( ) ( )X D X=                                  (2.2.7) 
4. К - реттi бастапқы моментi 

                    
νк X xк f x dx( ) ( )=

−∞

+∞
∫

                          (2.2.8) 
5. К - реттi орталық моментi 

[ ]µк X x M X к f x dx( ) ( ) ( )= −
−∞

+∞
∫

                        (2.2.9) 
 Үзiлiссiз кездейсоқ шамалардың мүмкiн мəндерi жөнiнде белгiлi 

дəрежеде информация беретiн басқада сипаттамалар бар. Оларға мода, 
медиана, асимметрия, эксцесстер жатады. 

 Анықтама. Егер кездейсоқ шаманың белгiлi бiр М0 мəнiнде   
теңдiгi орындалса, онда Mf f Mmax ( )= 0 0 кездейсоқ шаманың модасы деп 

аталады. 
 Анықтама.  Егер кездейсоқ шаманың белгiлi бiр MD мəнiнде  
Р(x< MD)=P(x> MD) орындалса, онда MD кездейсоқ шаманың медианасы 

деп аталады. 
 Анықтама. Кездейсоқ шаманың өзiнiң математикалық үмiтi бойынша 

симметриядан ауыткуы, оның асимметриясы деп аталады жəне Аs деп 
белгiлейдi: 

    Аs=µ3/σ 3                                 (2.2.10) 
Мұнда  µ3 - үшiншi реттi орталық момент, σ - орташа квадраттық 

ауыткуы. 
 Егер кездейсоқ шаманың үлестiрiмi математикалық үмiтi бойынша 

симметриялы болса, онда As=0. Егер As>0, онда дифференциалдық 
функцияның  графигi оң жаққа  қарай "созыңқы" болады, ал As<0, онда  - сол 
жаққа қарай "созыңқы" болады. 

 Анықтама. Қалыпты үлестiрiммен салыстырғанда дифференциалдық 
функцияның графигiнiң "жатыңқылық" деңгейiн анықтайтын шаманы 
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эксцесс  деп атайды жəне  арқылы белгiлейдi:     

  

Eк

Eк = −
µ
σ

4

4
3

       (2.2.11) 
Мұнда қалыпты үлестiрiм үшiн  Eк = 0 . Егер , онда Гаусс 

қисығымен салыстырғанда график "көтерiңкi" болады, егер 

Eк > 0
Eк < 0 , онда 

график "жатыңқы" болады. 
 Мысал 3. Үзiлiссiз кездейсоқ шама дифференциалдық функциямен 

берiлген 

    

f x

x

x x

x

( )

,

sin ,

,

=

<

≤ ≤

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0 0
1
2

0

0

π

π  
Кездейсоқ шаманың Мо, МD, As, Eк -ларын табу керек. 
 Шешуi: 1. Моданы табу  үшiн f(x)  функциясының максимумын 

табамыз. Ол үшiн əуелi бiрiншi туындыны тауып оны  нөлге теңеп, сосын 
кризистiк нүкте тауып f(x)-тiң максимумын белгiлi схема бойынша 
анықтаймыз: 

 
′ =f x x( ) cos

1
2 ,    

′′ = −f x x( ) sin
1
2 , ′ =f x( ) 0 , cos x = 0 , x =

π
π

2
+ к

 

Мұнда  [0; π] кесiндiсiнде  тек   x=
π
2  мəнi жатады. Ендi  

′′f (
π
2 )=-

1
2 <0. Осыдан 

f fmax =
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
2 . Олай болса Mo=

π
2 . 

Ендi медиананы табалық. Анықтамадан 
 P X M P M xD D( ) (0 < < )= < < π  

Осыдан 

P X M xdx M MD D

M D

( ) sin (cos cos ) cos0
1
2

1
2

0
1
2

1
20

< < = = − − = − +∫ D

 
Сондай-ақ,  

P M x xdx M MD D
M D

( ) sin (cos cos ) cos< < = = − − = +∫π π
π 1

2
1
2

1
2

1
2 D

 

Осыдан 
1
2

1
2

1
2

1
2 2

− = +cos cos ,M M MD D

π
=D  

Ендi As жəне Eк-ларды табу үшiн əуелi  

ν
π

1 2
=

 , 
ν

π
2

2 4
2

=
−

, 
ν

π
π3

3

3
3= −

, 
ν

π
π4

4
2

2
6 2= − + 4

  
табамыз. 
 
Сонда   

   
µ

π
2

2 8
4

=
−

,  µ3 0= ,  
µ

π π
4

4 2384 48
16

=
+ −
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Осы есептеулердi  пайдаланып Аs=0 екенiн көремiз, яғни f(x) 

функциясының графигi өзiнiң M(x)-i бойынша симметриялы орналасқан. 
 

Сол сияқты  
Eк =

− −
−

<
192 2 32

8
0

4 2

2 2

π π
π( )  

екенiн көремiз, яғни f(x)-тiң графигi Гаусс кисығына қарағанда 
"жатыңқы" болады екен. 

 Мысал 4. Кездейсоқ шама дифференциалдық  функциясы  арқылы 
берiлген 

    f(x)=

0 0
2
9

0 3

0 3

,

,

,

x
x

x

x

≤

< ≤

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪  

Интегралдық функциясын таба”ыз. 
 Шешуi: Дифференциалдық функцияның төртiншi қасиетi бойынша  

   F(x)=  
f x dx

x

( )
−∞
∫

Осыдан x≤0   болғанда f(x)=0 болатынын пайдаланып    

   F(x)= =0 
0dx

x

−∞
∫

Ендi 0<x≤3  болғанда f(x)= 
2
9
x

  сондықтан 

   F(x)=
f x dx dx

x
dx

xx x

( )
−∞ −∞
∫ ∫ ∫= + =0

2
9

0 2

0 9    
Ақырында x>3  болғанда f(x)=0  осыдан 

   F(x)=
f x dx dx

x
dx dx

x x

( )
−∞ −∞
∫ ∫ ∫∫= + +0

2
9

0 1
0

30

3

=
  

Сонымен 

   F(x)= 

0 0

9
0 3

1 3

2

,

,

,

x
x

x

x

≤

< ≤

>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪   

 Мысал 5. Үзiлiссiз кездейсоқ  шама үлестiрiм функциясымен берiлген 

   F(x)=

0 0

4
0 4

1 4

,

,

,

x
x

x

x

≤

< ≤

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪  

1 Үлестiрiм тығыздығын табу керек 
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2 M(x), D(x)  табу керек 

3 Мына интервалдан [
1
2 ,1] мəн қабылдауының ықтималдығын 

табу керек. 
 Шешуi: 

1. f(x)=  

0 0
1 4 0 4
0 4

,
/ ,
,

x
x

x

≤
< ≤
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2. M(X)= 
20

4
10)(

4

4

0

0

=++= ∫∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

dxxdxdxdxxxf
 

    D(X)= 
[ ]x f x dx M x2

0

4
2 4

3
( ) ( )∫ − =

 

3. 
P X F F

1
2

1 1 1 2
1
8

< <
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = − =( ) ( / )

 
 Мысал 6. Кездейсоқ шама дифференциалдық функция арқылы берiлген 

   f(x)=

a x x

x

sin , [ , / ]

, [ ,

∈

∈

⎧
⎨
⎩

0 2

0 0

π

π / ]2

x
a

  
Табу керек:  a, F(x), M(x), D(x), P(0<x<π/4) 
Шешуi:  а коэффициентiн табу үшiн дифференциалдық функцияның 

қасиетiн пайдаланамыз: 

    
f x dx( ) =

−∞

+∞

∫ 1

Есептiң  шарты  бойынша 

   1= =  
a xdsin

/

0

2π

∫ − =a xcos | /
0

2π

Сонымен a=1 
Ендi F(x)- тi табалық: 

x<0 болса  F x( ) =
f x dx dx

xx

( ) = =
−∞−∞
∫∫ 0 0

 

2
0 π

〈≤ x
 болса 

    F x( ) =
,cos1sin0)(

0

0

xxdxdxdxxf
xx

−=+= ∫∫∫
∞−∞−   

2
π

≥x
     болса     ,1)( =xF

Cонымен 

    F x( ) =

0 0
1 0
1 2

,
cos , /

, /

x
x x

x

≤
− < ≤

>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

π
π

2
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=

=

 
Математикалық үмiттi  мына формула көмегiмен  есептеймiз 

   М(x)=  
xf x dx x xdx x x x( ) sin ( cos sin )| /

/

= = − +
−∞

−∞

∫ ∫ 0
2

0

2

1π
π

Ендi  дисперсияны есептеймiз 

D(x)=  
[ ]x f x dx M x x xdx2 2 2

0

2

1( ) ( ) sin
/

− = −
−∞

−∞

∫ ∫
π

                            =[-x2cosx+2xsinx+2cosx]|   0
2 1 3π π/ − = −

Ендi 
P X( )0

4
< <

π

 табалық. Ол үшiн  

P X( )0
4

< <
π

=
f x dx xdx x( ) sin cos |

/ /

0

4

0

4π π

∫ ∫= = −
0

4 1
2

2
2 2

2
π / = − =

−

; 

яғни 
P X( )0

4
2 2

2
< < =

−π

   
Бұл ықтималдықты сондай-ақ интегралдық функцияны пайдаланып та 

табуға болатынын көрсетелiк: 
 

P X( )0
4

< <
π

=F(
π
4 )-F(0)=(1-cos

π
4 )-(1-cos0)=

2 2
2
−

.   
 
Мысал 7. Кездейсоқ шама дифференциалдық функциясы арқылы 

берiлген 

  f(x)=  

0 0
0 0

,
, ,

x
axe x ккх

≤

< < ∞ >

⎧
⎨
⎩

−

 
Табу керек; 

1 Коэффициент  а-ны; 
2 Үлестiрiм функциясын; 
3 [0; 1/2] аралықтан мəн қабылдау ықтималдығын. 

Шешуi: 1.Коэффициент а-ны табу  үшiн үлестiрiм тығыздығының  
екiншiсi қасиетiн пайдаланамыз, яғни  

f x dx( ) =
∞

∫ 1
0  

немесе 

1= dvdxe
xu

dxxea
kx

kx

=

=
=

−
−

∞

∫
0   

du dx

v
к
е кх

=

= − −1

=
a

x
к

e
к

e dx
a
к

кх кх− +
⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
=− ∞ −

∞

∫|0
0

2

1

 

яғни 
a
к

а к2
21= =,
 

Сонда  f(x)=к2х ,  x>0 e кх−
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2. Бұл жерде үлестiрiм тығыздығының төртiншi қасиетiн пайдаланамыз. 
Сонда 

F(x)=
к xe dx к

х
к к

е кх е хкх кх x кх
х

2 2
2 0

0

1
1 1− − −= − −⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

= − + >∫ | ( ) , 0
   

 

3. 
P x

к
( )0

1
< <

=F(
1
к )-F(0)=1-2e-1.   

 
КЕЙБIР ҮЛЕСТIРIМ ЗАҢДАРЫ 

 
1. Бiрқалыпты үлестiрiм заңы

Анықтама. Егер  Х - кездейсоқ шамасы [a,b] аралығында мəн қабылдаса
жəне оның үлестiрiм тығыздығы:

   f x( ) =

0
1

, [

, [

x a b

b a
x a b

∈

−
∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ]

, ]
               (2.2.12) 

теңдiгi арқылы анықталса, онда ол кездейсоқ шама бiрқалыпты үлестiрiм 
заңымен берiлген дейдi. 

Бұл үлестiрiм заңдылығы үшiн 

   M x( ) =
a b+

2 ,  D x( ) =
( )b a− 2

12                (2.2.13) 
Интегралдық функциясы  

   

F x

x a
x a
b a

a x b

x b

( )

,

,

,

=

≤
−
−

< ≤

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0

1              (2.2.14) 
Берiлген аралықтан [c; d] мəн қабылдау ықтималдығы 

   
P c X d

d c
b a

( )≤ ≤ = ;
−
−                       (2.2.15) 

 Mысал 8. Кездейсоқ шама дифференциалдық функциясы арқылы  
берiлген 

    

f x
x

x
x

( )
,
,
,

=
≤
< ≤
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0 0
1 0
0 1

1

Интегралдық функцияны табыңыз. M(x), D(x)- тарды есептеңiз. 
Шешуi: Есептiң шарты бойынша [0;1] аралығында f(x)=1 яғни тұрақты. 

Сондықтан бұл кездейсоқ шама бiрқалыпты үлестiрiм заңымен берiлген. 
Мұнда a=0, b=1. 

Олай болса     

F x
x

x x
x

( )
,
,
,

=
≤
< ≤
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0 0
0 1

0 1

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ               2006 ж. 26

Қазешев А, Жандəулетов Ұ Ə2A                          Ықтималдықтар теориясы



  M(x)= 
a b+

2  =
1
2 ,  D(x)= 

1
12 ; A ES k= = −0 1, ,2

0

 
Mысал 9. Автобустың  аялдамаға келу интервалы 10 мин. Кездейсоқ 

шама - автобусты  күту уақыты. Осы кездейсоқ шаманың дифференциалдық 
жəне интегралдық функцияларын жазыңыз. 

 Шешуi: Есептiң шарты бойынша а=0, b=10. Сондықтан, 

    

f x
x

x
x

( )
,
, ,
,

=
≤
< ≤
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

0 0
0 1 0 10
0 1

Ендi интегралдық функцияны  табалық: 
 

F x

x
x

x

x

( )

,

,

,

=

≤

< ≤

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0 0

10
0 1

1 1

0

0  
 

2. Көрсеткiштiк үлестiрiм заңы 
Анықтама. Егер  Х-кездейсоқ шамасы мына үлестiрiм тығыздығы  

f x
e x

x

x

( )
,

,
=

≥
<

⎧
⎨
⎩

−λ λ 0
0 0

≥ 0

                              (2.2.16) 
aрқылы берiлсе, онда ол көрсеткiштiк үлестiрiм заңымен берiлген дейдi. 
Интегралдық функциясы 

                                (2.2.17)    
F x

x

e xx( )
,

,
=

<

−

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

0 0

1 λ

Бұл үлестiрiмнiң сандық сипаттамалары: 

   M(x)= 
1
λ ,  D(x)= 

1
2λ , σ(x)= 

1
λ , A ES k= =2 9,    

 (2.2.18) 
Кездейсоқ шаманың    аралығынан мəн қабылдау ықтималдығы  [ ba, ]

   P a X b e a e b( )≤ ≤ = − − −λ λ
                         (2.2.19) 

Мысал 10.  Кездейсоқ шама интегралдық функциясы арқылы берiлген 

    
F x

e x
x

x

( )
,

,
=

− ≥
<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−1 0
0 0

7

Математикалық үмiттi, дисперсияны табыңыз. 
Шешуi:  Əуелi ықтималдық тығыздығын табамыз 

    
f x

e x
x

x

( )
,

,
=

≥
<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−7 0
0 0

7

Бұдан  M(x)= 
1
7 ,  D(x)= 

1
49 , σ(x)= 

1
7  
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     3. Қалыпты  үлестiрiм заңы 

Анықтама. Егер Х - кездейсоқ шамасы мына үлестiрiм тығыздығы 

    

,
2

)(
2

2

2
1)( a

ax

exf
−

−
=

πσ                      
 (2.2.20) 

 арқылы берiлсе, онда ол қалыпты үлестiрiм заңымен берiлген дейдi. 
Мұнда  M(x)=a, D(x)=σ2, AS=0, Ek=0                    (2.2.21)    
 

Сондай-ақ 
P X Ф Ф

a
( )α β

β α
δ

α
δ

≤ ≤ =
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ −

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟              (2.2.22) 

қалыпты үлестiрiммен берiлген кездейсоқ шаманың берiлген  интервалдан 
мəн қабылдауының  ықтималдығы,  Ф(х) - Лаплас функциясы. Мына 
формула  

   
( )P X a Ф− < =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟δ

δ
σ

2
                      (2.2.23) 

кездейсоқ шаманың өзiнiң математикалық үмiтiнен ауыткуының абсолют 
шамасы δ  - дан кiшi болуының  ықтималдығын анықтайды. 

Егер формулада δ=3σ   болса, онда 

    
( )P X a Ф Ф− < =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =3 2

3
2 3σ

σ
σ

( )
 

немесе 
    ( )P X a− < ≈3 0 9973σ . , , 

яғни кездейсоқ шаманың өзiнiң математикалық үмiтiнен ауыткуының 
абсолют шамасы  3σ - дан аспауының  ықтималдығы бiрге өте  жақын екенiн 
көрсетедi. 

Осыдан үш сигма ережесi  шығады: 
Егер кездейсоқ шама қалыпты үлестiрiммен берiлсе, онда оның  

математикалық үмiттен ауытқуының абсолют шамасы үш орташа квадраттық 
ауытқудан аспайды. 

Мысал 11. Станок-автомат ұзындығы 125 мм деталдар дайындайды. 
Олардың берiлген ұзындықтан ауыткуы 0,5 мм аспайды. Дайындалған 
деталдардың 7 процентi сапасыз. Деталь ұзындықтарын кездейсоқ шама 
ретiнде қарастырып жəне оны қалыпты үлестiрiм арқылы берiлген деп оның 
дисперсиясын табу керек. 

Шешуi: Х-кездейсоқ шама-деталдар ұзындығы. Есептiң шарты бойынша 
деталдардың орташа ұзындығы 125 мм, олай болса   М(х)=а=125 мм. Сондай-
ақ дайындау кезiнде 124,5<x<125,5. Себебi берiлген ұзындықтан ауытқу 0,5 
мм аспайды. Сондықтан α=124,5, β=125,5, σ=? Ендi (2.2.23) формуласын 
пайдаланайық. 

   
( )P x Ф124 5 125 5 2

0 5
, ,

,
< < =

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟σ  
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< < =

Есептiң шарты бойынша  7 процент деталдар сапасыз. Олай болса 

    ; ( )P x124 5 125 5 0 93, , ,
2

0 5
0 93Ф

,
,

σ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = , 

яғни 0,93 ықтималдықпен сапалы деталдар дайындалады.  
Ф(х)- функциясының кестесiнен 

   
2

0 5
0 93Ф

,
,

σ
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =  теңдiгiнен  

0 5
1 81

,
,

σ
=

   аламыз. 
Осыдан σ2=D(x)=0,078 
Мысал 12. Кездейсоқ  шама  қалыпты үлестiрiммен берiлген жəне 

M(x)=30, D(x)=4. Mына теңсiздiктiң |x-30|<δ ықтималдығы 0,8-ге тең 
болғанда δ қандай болу керек? 

 Шешуi:  Есептiң шарты бойынша 

( )P X Ф| |− < =
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =30 2

2
0 8δ

δ
,

  

Осыдан     
Ф

δ
2

0 4⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ,

 

Кестеден  
δ
2

1 28= , ,
    δ = 2 56, . 

 
§3. КЕЗДЕЙСОҚ  ШАМАЛАР ЖҮЙЕЛЕРI  

 (Кездейсоқ векторлар) 
 

Бiр  элементарлық кеңiстiкте X1, X2, ..., Xn кездейсоқ шамалар 
анықталған болсын. Сонда X1, X2, ..., Xn кездейсоқ шамалар системасы деп 
аталады, ал Z(X1, X2, ..., Xn) кездейсоқ вектор деп аталады, мұндағы X1, X2, ..., 
Xn оның координаталары болады. 

Бiр өлшемдi  кездейсоқ шамаларға қатысты негiзгi түсiнiктер мен 
анықтамалар көп өлшемдi кездейсоқ шамалар үшiн де сақталады. 

Екi өлшемдi үзiлiссiз кездейсоқ шамалар үлестiрiм функциясы немесе  
дифференциалдық үлестiрiм функциясы арқылы анықталады. 

Үлестiрiм функциясы X<x  жəне У<y теңсiздiктерiнiң бiрмезгiлде 
орындалуының ықтималдығы ретiнде анықталады: 

   F(x,y)=P(X<x, У<y)                          (2.3.1) 
 Негiзгi қасиеттерi: 
1. 0 ≤ F(x,y) ≤ 1 

2 F(- ∞, y) = F(x, - ∞)=F(-∞,-∞)=0 
3 F(∞,y)=F2(y) 
4 F(x, ∞)=F1(x) 
5 P(x1≤X≤x2, y1≤У≤y2)= [F(x2, y2)-F(x1, y2)] - [F(x2, y1)-F(x1, y1)] 

 
 
Үзiлiссiз кездейсоқ шамалар үшiн 
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i=

   F(x,y)=                               (2.3.2) 
f x y dxdy

yx

( , )
−∞−∞
∫∫

Мұнда f(x, y) - дифференциалдық үлестiрiм функциясы 

    f x y Fху х у( , ) " ( , )=

Ал дискреттi кездейсоқ шамалар үшiн 

       (2.3.3) 
F x y P X x Y yi

y yx x ii

( , ) ( , )= =
<<
∑∑

Егер F x y F x F y( , ) ( ) ( ),= 1 2      f x y f x f y( , ) ( ) ( ),= 1 2  
болса, онда  Х жəне У тəуелсiз кездейсоқ шамалар деп аталады, 

дискреттi кездейсоқ шамалар үшiн тəуелсiздiк шарты  
   P X x Y y P X x P Y yi i i( , ) ( ) (= i )= = = ⋅ =   
Екi өлшемдi дискреттi кездейсоқ шамалар кесте арқылы берiледi 

1кесте 
 

   У Х     У1 у2 ... уj
.. 

уn Рх

х1 Р11 Р12 ... Р1j
.. 

Р1n Рx1

х2 Р21 Р22 ... Р2j
.. 

Р2n Рx2

M ... ... ... ... 
.. 

... ... 

хi Рi1 Рi2 ... Рij
.. 

Рin Рxi

M ... ... ... ... 
.. 

... ... 

хm Рm1 Рm2 ... Рmj
.. 

Рmn Рxm

Py Py1 Py2 ... Pyj
.. 

Pyn 1 

 
 
Осы кестеден Х жəне  У функцияларының үлестiрiм кестелерi былай 

жазылады: 
2 кесте 

 

    Х х1 х2 ... хi ... хm

Pх Рx1 Рx2 ... Рxi ... Рxm
       
У у1 у2 ... уj ... уn

Py Py1 Py2 ... Pyj ... Pyn

Сондай-ақ, шартты ықтималдықтар төмендегi түрде анықталады 

                    

{ }
P x y

P X x Y y

Py
i mi i j

i j

j
( / )

,
, ,=

= =
= 1
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{ }
P y x

P X x Y y

Px
j nj j i

i j

i

( / )
,

, ,=
= =

= 1
 

Cандық сипаттамалары 

                 М(х)=         М(у)=   
x pi ij

j

n

i

m

,
==
∑∑

11
y pj ij

j

n

i

m

,
==
∑∑

11

D(х)=          D(y)=  
( )x M x pi

j

n

i

m

−
==
∑∑ ( ) ,

2

11
ij j( )y M y pj i

j

n

i

m

−
==
∑∑ ( )

2

11

Cондай ақ  екi өлшемдi кездейсоқ шамалар үшiн ковариация, корреляция 
коэффициенттерiнiң маңызы зор: 

cov(x,y) = M{ }[ ( )][ ( )] ,x M x y M y− −  

r(x,y) = 

cov( , )
( ) ( )

;
x y

D x D y  
Осында, егер Х жəне У тəуелсiз кездейсоқ шамалар болса, r(x,y) = 0  

болады. 
 
 Шартты математикалық үмiттер: 

( ) ( )M Y X x y P y xj j
j

n

/ /= =
=
∑

1
,
 

    ; 
M X Y y x P x yi i

i

m

( / ) ( / )= =
=
∑

1

Мысал 1. Техникалық бақылау бөлiмi шығарылған бөлшектердiң 
стандарттылығын тексередi. Негiзгi тексерiлетiн параметрлер, олардың 
ұзындығы мен енi.  Сонда Х - детальдiң енiнiң стандарттан ауытқуы, У - 
ұзындығының стандарттан ауытқуы. Кездейсоқ шамалар кестемен берiлген 

 
2 кесте 

    У 
Х 

-1 0 1 Рх 

-2 0,21 0,17 0,32 0,7 
3 0,12 0,07 0,11 0,3 
Ру 0,33 0,24 0,43 1.00 

 
1 Х жəне У кездейсоқ шамалардың үлестiрiм заңдарын 

жазыңыз. 
2 а) Х-тiң У=y3 болғандағы шартты үлестiрiм заңын жазыңыз; 

      б) У-тiң Х=х2  болғандағы шартты үлестiрiм заңын жазыңыз; 
3 Х пен У өзара тəуелсiз бе? 
4 Үлестiрiм функциясын F(x,y) табыңыз: 

Бiр  өлшемдi Х жəне У кездейсоқ шамалардың үлестiрiм F1(x) жəне F2(y) 
функияларын жазыңыз. 

5 Корреляциялық  коэффициенттi табыңыз. 
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6 Шартты математикалық үмiттерiн табыңыз. 
 
 Шешуi: 1. кестеден Х жəне У  кездейсоқ шамаларының үлестiрiм 

заңдары төмендегiдей  түрде жазылды 
 

3 кесте 
 

Х -2 3 У -1 0 1 
Рх 0,7 0,3 Ру 0,33 0,24 0,43 

 
2. а) Х - тiң  У=у3  болғандағы шартты үлестiрiм заңын жазу үшiн əуелi 

P x Y y( / )1 3= , P x Y y( / )2 3=  - тердi  табамыз: 

P x Y y
P X x Y y

Py
( / )

( , ) ,
,1 3

1 3

3

0 32
0 43

32
43

= =
= =

= =
 

P x Y y
P X x Y y

Py
( / )

( , ) ,
,2 3

2 3

3

011
0 43

11
43

= =
= =

= =
 

Сонда  мына үлестiрiм заңын аламыз: 
4 кесте 

Х -2 3 
Р(Х/У=y3) 32 

43 
11
43 

 
б) У - тiң Х=х2   болғандағы  шартты үлестiрiм заңын осылай есептесек: 

5 кесте  
У -1 0 1 

Р(У/Х=х2) 12
30 

7
30 

11
30 

 
3 Х жəне  У тəуелсiз бе? 

Екi Х жəне У кездейсоқ шамалардың  өзара тəуелсiздiгiн анықтау үшiн 
олардың  сəйкес шартты жəне шартсыз үлестiрiм заңдарын  салыстыру керек. 
Егер ол заңдар бiрдей кестелермен берiлсе,  онда  олар тəуелсiз болғаны, ал 
егер ол кестелер бiрдей болмаса, онда олар тəуелдi болғаны. Сондықтан бiз N 
2; N 4 жəне N 3; N 5  кестелердi өзара салыстырсақ, олардың бiрдей еместiгiн 
байқаймыз, олай болса Х жəне ¶ өзара тəуелдi кездейсоқ шамалар болады. 

4 Үлестiрiм функциясын (2.3.3) формуланы пайдаланып 
жазамыз 
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F(x,y)=

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

〉〉
≤〉
≤〉
〉≤
≤≤
≤≤
−≤−≤

3,3,1
1,3,89,0
0,3,82,0
1,3,70,0

1,3,38,0
0,3,21,0
1,2,0

yx
yx
yx

yx
yx
yx

yx

 
Ендi F1(x) жəне F2(y) функцияларын  2 кесте мен  3 кестенi пайдаланып 

табамыз: 

F x
x

x
x

1

0 2
0 7 2 3
1 3

( )
,
, ,
,

=
≤ −

− < ≤
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

        . 

F x

y
y
y

y

2

0 1
0 33 1 0
0 57 0 1
1 1

( )

,
, ,
, ,
,

=

≤ −
− < ≤

< ≤
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

5. Корреляциялық коэффициенттi табалық 

   
( )( )∑ ∑∑∑

= = ==

−=−−=
n

j

m

i

n

j
ijiiijji

m

i
yMxMpyxPyMyxMxyx

1 1 11
)()()()(),cov(

формуласын пайдаланып табалық. 
Əуелi  М(х) жəне М(у)  - тердi  2 - 3 кестелердi пайдаланып табамыз. 
 М(х) = -2⋅0,7+3⋅0,3=-0,5,              Д(х)=5,25,   29,2=xσ  

M(y)=-1⋅0,33+0⋅0,24+1⋅0,43=0,1,    Д(y)=0,87,    866,0=yσ  

x y pi j ij
ji ==
∑∑ = − − ⋅ + ⋅ + − ⋅ + ⋅ = − − = −

1

3

1

2

2 1 0 21 1 0 32 3 1 0 12 1 0 11 0 22 0 03 0 25( , , ) ( , , ) , , ,
 

Сонда   

cov( , ) , ( , , ) , ,
,

, ,
,x y rxy= − − − ⋅ = − =

−
⋅

= −0 25 0 5 01 0 2
0 2

2 29 0 87
01

. 
Осыдан rxy ≠ 0   екенiн көремiз, яғни  Х жəне  ¶ өзара  тəуелдi  кездейсоқ 

шамалар болады. 
6. Айталық М(Х/У=y3) жəне М(У/Х=х2)  табу керек  болсын. Оларды 

табу үшiн 4- 5 кестелердi пайдаланамыз. Сонда 

  
M X Y y( / )= = − ⋅ + ⋅ = −3 2

32
43

3
11
43

31
43  

M Y X x( / )= = − ⋅ + ⋅ + ⋅ =2 1
12
30

0
11
43

1
11
30

1
30 . 

 
§4. КЕЗДЕЙСОҚ ШАМАЛАР ФУНКЦИЯСЫ 
 

Кездейсоқ  шамалар x1, x2, ..., xn  системасын қарастыралық. Олардың 
əрқайсысының үлестiрiм заңдары белгiлi болсын. Сонда кездейсоқ шамалар 
функциясы мына түрде берiледi 

 y=ϕ (x1, x2, ..., xn)                  (2.4.1) 
Осы кездейсоқ шама y- тiң үлестiрiм заңын табу керек. Бiр кездейсоқ 
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шаманың функциясын қарастыралық: 
   y=ϕ(x)                                             (2.4.2) 
Мұнда Х дискреттi немесе үзiлiссiз кездейсоқ шама болуы мүмкiн. 
1. Х - дискреттi кездейсоқ шама үлестiрiм кестесiмен берiлген. 
Сонда у - кездейсоқ шаманың үлестiрiм заңы. 
 
y ϕ(x1) ϕ(x2) ... ϕ(xn) 
P p1 P2 ... Pn
 
Мысал 3. Екi мерген бiр-бiрiнен тəуелсiз нысанаға сəйкес 2 жəне 3 атыс 

жасайды. Бiрiншiсiнiң нысанаға тигiзу ықтималдығы  0,9, ал екiншiсiнiкi - 
0,8. X,Y - бiрiншi жəне екiншi мергеннiң нысанаға тигiзулерiнiң сандары. 
Z=X+Y, Z=X⋅Y кездейсоқ шамалардың үлестiрiм кестесiн жазыңыз. М(Х+У), 
М(X⋅У) - тердi табыңыз. 

Шешуi: Х жəне У кездейсоқ шамалар биномдық үлестiрiм заңымен 
берiлген. Сондықтан Бернулли формуласын пайдаланып  

 
Х 0 1 2 У 0 1 2 3 
Р 0,01 0,18 0,81 Ру 0,08 0,096 0,384 0,512 

үлестiрiм кестелерiн аламыз. 
Ендi Z=X+Y, Z= X⋅Y кездейсоқ шамаларының мүмкiн мəндерiн xi+yj 

жəне xi⋅yj табалық. Олардың ықтималдықтары P(X=xi)⋅P(У=yj) арқылы 
есептеледi. Ендi xi+yj жəне xi⋅yj  мүмкiн мəндерiн есептелiк. 

 
xi+yj x1+y1 x1+y2 x1+y3 x1+y4 x2+y1 x2+y2 x2+y3 x2+y4
xiyj x1y1 x1y2 x1y3 x1y4 x2y1 x2y2 x2y3 x2y4
P p1q1 p1q2 p1q3 p1q4 p2q1 p2q2 p2q3 p2q4

 
Осыдан 

x+y 0 1 2 3 4 5 
P 0,0008 0,0024 0,0276 0,152 0,4032 0,41472 

 
xy 0 1 2 3 4 6 
P 0,01792 0,01728 0,14688 0,09216 0,31104 0,41472 

 
үлестiрiм  заңдарын аламыз. 
Сондай-ақ   M(x+y)=4,2      M(x⋅y)=4,32006 

 
§5. ҮЛКЕН САНДАР ЗАҢЫ 
 

Үлкен сандар заңы бiрнеше теоремалар арқылы берiледi. Бұл 
теоремаларда (С.Чебышев, Бернулли; Пуассон теоремалары) өте көп  
кездейсоқ факторлардың жиынтық əсерi кездейсоқтықтан тəуелсiз  
нəтижелер алудың  шарттары берiледi. 

1 Чебышев теңсiздiгi 
Егер Х кездейсоқ шамасының дисперсиясы бар болса, онда мына 
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теңсiздiктер  орындалады: 

                  
( )P X M x

D x
− ≥ ≤( )

( )
ε

ε 2                         (2.5.1) 

( )P X M x
D x

− ≤ ≥ −( )
( )

ε
ε

1 2                (2.5.2)     
мұндағы ε > 0. 
Бұл теңсiздiктер кездейсоқ шаманың өзiнiң математикалық үмiтiнен 

ауытқуын бағалайды. 
Мысал 1. Дискреттi  кездейсоқ шама үлестiрiм  заңымен берiлген 
 

-1 0 2 4 6 
0,2 0,4 0,3 0,05 0,05 

 
1. Мына теңсiздiктiң |x-M(x)|<5 орындалуының ықтималдығын табыңыз. 
2. Чебышев  теңсiздiгiн  пайдаланып  |x-M(x)|<5   теңсiздiгiнiң 

орындалуының ықтималдығын бағалаңыз. 
Шешуi: Əуелi  математикалық үмiт, дисперсиясын табалық. 
                                    M x( ) , , , , ,= − + + + =0 2 0 6 0 2 0 3 0 9  
Ендi  дисперсия табу  үшiн  Х2 - тың үлестiрiм заңын жазамыз: 

 

Х2 1 0 4 16 36 
Р 0,2 0,4 0,3 0,05 0,05 

Сонда  
                M x( ) , , , ,2 0 2 1 2 0 8 18 4= + + + =

                                     D x M x M x( ) ( ) [ ( )] , ,= − = − =2 2 4 0 81 3 19
1. Ендi  |x-0,9|<5 теңсiздiгiнiң  орындалу ықтималдығын табу  үшiн осы 

теңсiздiктi қанағатандыратын Х-тiң мəндерiн анықтау қажет. Берiлген 
үлестiрiм кестесiмен бұл теңсiздiктi  кездейсоқ шаманың   x=-1, x=0, x=2, x=4  
мəндерi қанағаттандыратынына көз жеткiзуге болады. Олай болса  

( )P X P x P x P x P x− < = = − + = + = + =0 9 5 1 0 2 4, ( ) ( ) ( ) ( ) =  
0,2+0,4+0,3+0,05=0,95  

Сонымен 
( )P X − < =0 9 5 0 95, ,  

2. Чебышев теңсiздiгiн пайдаланып |x-0,9|<5  теңсiздiгiнiң  орындалуын 
бағалайық: 

 
( )P X − < ≥ − =0 9 5 1

3 19
25

0 8725,
,

,
 

яғни 
( )P X − < ≥0 9 5 0 8725, , . 

Сөйтiп  Чебышев  теңсiздiгiн пайдаланып |x-M(x)|≤5 теңсiздiгiнiң 
орындалуының ықтималдығын төменнен бағаладық, яғни |x-0,9|≤5 теңсiздiгi 
кем дегенде 0,8724 ықтималдықпен орындалады. Бұл тұжырымның 
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құндылығы  есептер шығарған кезде  |x-M(x)| < ε (ε>0) теңсiздiгiнiң  
орындалуының дəл ықтималдығын табу  мүмкiн болмаған жағдайларда оның 
ықтималдығын төменнен бағалауға мүмкiндiк бередi. 

Мысал 2. Жарық берушi торға 20 электрошам параллель қосылған. Т 
уақыт iшiнде əрбiр шамның жарық беру ықтималдығы 0,8. Чебышев 
теңсiздiгiн пайдаланып Т уақытында жарық берушi барлық  
электрошамдармен, жарық берiп тұрған шамдардың арифметикалық орташа 
мəндерiнiң  (математикалық үмiтi) айырмасының абсолюттiк  шамасының 
ықтималдығын бағала”ыз. Егер айтылған айырма: 1) төрттен кiшi болса; 2) 
төрттен кем болмаса. 

Шешуi: Белгiлi бiр Т уақытында жарық берiп тұрған  электрошамдардың 
саны кездейсоқ шама. Бұл кездейсоқ шама биномдық үлестiрiм заңымен 
берiлген. Есептiң шарты бойынша   n=20, p=0,8, q=0,2. 

Сондықтан 
M(x) = 20⋅0,8 = 16,      D(x) = 16⋅0,2 = 3,2 

Ендi Чебышев теңсiздiгiн пайдаланамыз 

1  
( ) 8,0

16
2,3149,0 =−≥<−XP

 

2  
( )P X − ≥ ≤ =0 9 4

3 2
16

0 2,
,

,
 

Сонымен  
( )P X − < ≥16 4 0 8,              ( ) 2,0416 ≤≥−XP  

Мысал 3. Зауыт өнiмдерiнiң  75 процентiн жоғарғы сортпен шығарады.  
Шығарылған 100000 бұйымдардың iшiнде жоғарғы сортпен шығарылған 
бұйымдардың саны осы жоғарғы сортпен шығарылған бұйымдардың 
математикалық үмiтiнен айырмасының абсолют шамасы 1000 данадан артық 
болмауының ықтималдығын бағалаңыз. 

Шешуi: Жоғарғы сортпен шығарылған бұйымдар саны кездейсоқ шама. 
Оны Х арқылы белгiлейiк. Бұл кездейсоқ шама биномдық үлестiрiммен 
берiлген. М(х) осы кездейсоқ шаманың  математикалық үмiтi. Есептiң шарты 
бойынша n=100000, P=0,75, q=0,25. 

 
Сонда   

М(х)=100000⋅0,75=75000, D(x)=18750 
Осыдан   

( )P X M x− < ≥ − =( ) ,1000 1
18750
10

0 981256  
яғни   

( )P X M x− < ≥( ) ,1000 0 98125  
 

ЖАТТЫҒУ    Е С Е П Т Е РІ 
 

1.  Екi  атқыш  нысанаға  бiр-бiрден  атыс  жасады.  Нысанаға  тигiзу  
ықтималдығы  бiрiншi  атқыш  үшiн  0,6   ал  екiншiсiнiкi - 0,8. Кездейсоқ  
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шама  Х-нысанаға  тигiзудiң  саны.  Осы кездейсоқ  шаманың  үлестiрiм  
кестесiн  құрыңыз. 
     2. Нысанаға тигiзу ықтималдығы  2/3 тең. Үш атыс жасағанда нысанаға 
тию санының үлестiрiм кестесiн құрыңыз. 
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III Бөлiм. МАТЕМАТИКАЛЫҚ СТАТИСТИКА ЭЛЕМЕНТТЕРI

 
  Негiзгi  ұғымдар,  таңдамалық тəсiл 

  
Математикалық статистикада дискреттi немесе үзiлiссiз сандық 

сипатты белгi Х, яғни, осы белгiнiң мүмкiн мəндерiнен тұратын бас жинақ 
зерттелiнедi. Оның бас орташа, бас дисперсия т.с.с. сандық сипаттамаларын 
табу  мəселесi практикалық қажеттiлiктен туындайды. 

Алайда, көп жағдайда бас жинақты толық анықтау мүмкiн емес, немесе 
оны анықтау көп жағдайда тиiмсiз болады. Сондықтан, осы бас  жинақтан 
варианталар деп аталынатын x1,x2,...,xk элементтерiнен тұратын жиынша 
кездейсоқ терiлiп алынады. Бұл жиыншада x1 вариантасы n1 рет, x2 
вариантасы n2 рет, т.т., xк вариантасы nк рет қайталануы мүмкiн. Онда осы 
жиыншаны былай жазып 

 
xi x1  x2 x3 ... xk

ni n1 n2 n3 ... nk
 
вариациялық қатар түрiнде жазылған таңдама деймiз. 

 Мұндағы ni - xi вариантасының жиiлiгi деп, ал n= таңдаманың 
көлемi деп аталады. 

ni
i

n

=
∑

1

 Ендi осы таңдаманың сандық сипаттамалары арқылы бас жинақты  
зерттеуге болады. Осы таңдамалық тəсiл - математикалық статистиканың 
негiзгi тəсiлi болып табылады.  
 

§1. ТАҢДАМАНЫҢ СИПАТТАМАЛАРЫ 
 

а) Эмпирикалық функция  

 
F x

n
n
x* ( ) =

       (3.1.1) 
Мұнда  nx   Х-тан кiшi болатын варианталардың жиiлiктерiнiң қосындысы. 
таңдаманың  көлемi үлкен болғанда, осы функция арқылы бас жинақтың 
белгiсiз интегралдық үлестiрiм функциясы F(x) -ты жуықтап табуға болады. 
б) Жиiлiктер полигоны. 
 Жазықтықтағы координаталары (x1,n1), (x2,n2),..., (xk,nk)  нүктелерiн 
қосатын кесiндiлерден тұратын қисық сызық полигон деп аталады. 
в) таңдамалық орташа               

    
X

n x

nT

i i
i

k

= =
∑

1

      
 (3.1.2) 
 г) таңдамалық дисперсия 
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n x x
n

n x
n

xT
i i T i i

T=
−

= −
∑ ∑( )

( )
2 2

2

         (3.1.3) 
 д) таңдамалық орташа квадраттық ауытқу. 

    σ T D= T        (3.1.4)
 е) к-шы реттi бастапқы эмпирикалық момент 

    Мк=
n x
n
i i
k∑

, к=1,2,3,...           (3.1.5) 
 ж) к -шы реттi орталық эмпирикалық момент 

    mк=
n x x

n
i i T

k( )−∑
   к=1,2,3,...  (3.1.6) 

 з) таңдамалық асимметрия 

    
a

m
s

T

= 3
3σ        (3.1.7) 

 и) таңдамалық эксцесс 

    
e

m
k

T
= −4

4 3
σ        (3.1.8) 

 Ескерту 1. Егер Хi варианталары үлкен сандар болса, жоғарыдағы 
(3.1.3) формулаларын тiкелей пайдаланбай,ui = xi - c деген шартты 
варианталарға көшiп, мына формулаларды пайдаланған ы”ғайлы болады 

  
X

n u
n

CT
i i= +

∑
       (3.1.9) 

  
D x D u

n u
n

n u
nT T

i i i i( ) ( )= = −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

∑ ∑2 2

   (3.1.10) 
 
Мұндағы  С - "жалған нөл" деп аталынатын сан, оны өзiмiз жиiлiгi ең үлкен 
варианталарына шамалас етiп таңдаймыз. 
 Мысал 1. таңдама мына вариациялық қатар түрiнде  берiлген:  
 

xi 1 4 5 
ni 4 4 2 

 
Барлық сипаттамаларын табыңыз. 
 Шешуi:  xi варианталары кiшкене сандар болғандықтан (3.1.1) - (3.1.8) 
формулаларын тiкелей қолданамыз. 
а) таңдаманың көлемi n=10 жəне x ≤ 1 болса nx=0 (1-ден кiшi варианталар 
жоқ), демек  F*(x)=0 , ал x<4 болса nx = 4, F*(x)=0,4, т.с.с. есептеулер 
жүргiзiп мына функцияны табамыз.  

D
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F x* ( ) =

∞ ≤
≤
≤

∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0,     егер - < x 1
0,4,  егер 1 < x 4
0,8,  егер 4 < x 5
1,     егер 5 < x < +

Осы функцияның графигi төмендегiдей болғандықтан, эмпирикалық 
функцияны баспалдақ тəрiздес функция деп атау орынды. 
 

 F*(x) 

1 

0,8 

0,4 

1 2 3 4 5 Õ 
 

б) Жиiлiктер полигоны төмендегiдей қисық болады. 
 

 

1 2 3 4 5

1 
2 
3 
4 
5 

x 

ni 

 
 

в) 
x T =

⋅ + ⋅ + ⋅
=

4 1 4 4 2 5
10

3
 

г) 
DT =

⋅ + ⋅ + ⋅
− =

4 1 4 4 2 5
10

9 2 8
2 2 2

,
 

д) σ T = ≈2 8 1 67, ,  

е) 
M x MT1 2

2 2 24 1 4 4 2 5
10

118= =
⋅ + ⋅ + ⋅

=, ,
 

ж) ,       m D  m1 0= T2 =

   
m3

3 3 34 1 3 4 4 3 2 5 3
10

1 2=
⋅ − + ⋅ − + ⋅ −

= −
( ) ( ) ( )

,
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m4 4 4 44 1 3 4 4 3 2 5 3

10
1 0=

⋅ − + ⋅ − + ⋅ −
=

( ) ( ) ( )
,

 

з) 
as = − = −

1 2
1 67

0 263

,
( , )

,
 

и) 
ek = − = −

10
7 84

3 1 7
,

, 2
 

Мысал 2. Берiлген вариациялық қатар арқылы хТ мен DT  -ны табыңыз. 
 

xi 3860 3900 3910 3913 
ni 2 13 4 1 

 
Шешуi: Варианталар үлкен сандар, сондықтан С=3900 деп алып,    

Ui=Xi-C шартты варианталарға көшейiк, яғни шартты вариациялық қатар 
аламыз. 

 
Ui -40 0 10 13 
ni 2 13 4 1 

 
Сонда  (3.1.9), (3.1.10) формулаларын пайдалансақ 

         
xT =

⋅ − + ⋅ + ⋅
+ =

2 40 4 10 1 13
20

3900 3898 65
( )

,
 

DT =
⋅ + ⋅ + ⋅

−
− + +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ =

2 1600 4 100 1 169
20

80 40 13
20

186 63
2

,
 

 Ескерту 2. Егер сандық сипатты белгi Х үзiлiссiз таралған болса, оның 
бақыланған мəндерi кiретiн  интервалды үзындықтары h болатындай бiрнеше 
кiшi интервалдарға бөлiп, əрбiр бөлiкте жататын варианталардың 
жиiлiктерiнiң қосындысы ni анықталады. Сонда  табаны (xi;xi+1) кiшi 

интервал, ал биiктiгi  
n
h
i

 болатын тiктөртбұрыштардан құралған фигураны - 
гистограмма деймiз. 
  

Мысал 3. Мына таңдаманың гистограммасын құрыңыз. 
 
Интервал  
нөмiрi  

Кiшi 
интервалдар 

Варианталардың 
жиiлiктерiнiң 
қосындысы 

Жиiлiктер 
тығыздығы 

i (xi ; xi+1) ni ni /h 
1 
2 
3 

(1 ; 5) 
(5; 9) 

(9; 13) 

20 
30 
50 

5 
7,5 

12,5 
 

Шешуi: Абциссалар осiнде ұзындықтары 4 болатын берiлген
интервалдарды саламыз. Ендi табандары осы интервалдар болатын ал
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биiктiктерi n
h
i

 болатын тiктөртбұрыштарды саламыз. 
  

n
h
i  

1 2 ,5  

7 ,5  

5  

1  5  9  1 3 x   
 Гисторамманың ауданы  n кв.өлшем бiрлiгiне тең болады. 

 
IV БӨЛІМ. ҮЛЕСТIРIМ ПАРАМЕТРЛЕРIН БАҒАЛАУ

 
 Дискреттi немесе үзiлiссiз сандық сипатты белгi Х-ы” үлестiрiмiнiң 
белгiсiз параметрiн Ө деп белгiлейiк. Оның таңдама арқылы табылатын 
нүктелiк  бағасы Ө* болсын. Əртүрлi таңдамалар үшiн өзгерiп 
отыратындықтан Ө* - кездейсоқ шама болады. 
 Анықтама 1. Егер М(Ө*)= Ө болса, онда Ө* жылжымаған баға деп 
аталады, ал басқа жағдайда жылжыған баға деп аталады. 

 Анықтама 2. Егер lim (| *| )
n

P
−>∞

− < =θ θ ε 1 болса, онда Ө* орнықты баға деп 
аталады, бұл жерде n - таңдама көлемi. 
 

§1. ТАҢДАМА АРҚЫЛЫ БIРДЕН ТАБЫЛАТЫН НҮКТЕЛIК 
БАҒАЛАР 

 
 Сөйлем 1. Бас орташаның жылжымаған жəне орнықты нүктелiк бағасы 
таңдамалық орташа болады. 
 Сөйлем 2. Бас дисперсияның жылжыған бағасы таңдамалық дисперсия 
болады, ал жылжымаған бағасы түзетiлген таңдамалық дисперсия s2 болады, 

мұнда 
s

n
n

DT
2

1
=

−
⋅ ,

 n - таңдама көлемi. 
 Мысал 1.  Бас жинақтан мынадай таңдама алынған. 
 

xi 4 5 7 
ni 10 5 5 

 
 а) Бас  орташаның  жылжымаған бағасын табыңыз.
 б) Бас дисперсияcының жылжымаған  жəне  жылжыған бағаларын
табыңыз. 
 Шешуi:

Т. Рысқұлов атындағы ҚазЭУ               2006 ж. 42

Қазешев А, Жандəулетов Ұ Ə2A                          Ықтималдықтар теориясы



а) таңдамалық орташа жылжымаған баға болады.

 
x T = ⋅ + ⋅ + ⋅

=
4 10 5 5 7 5

20
5

 
б) Жылжыған баға ретiнде DT, ал жылжымаған баға ретiнде s2 алынады 

  
DT =

⋅ + ⋅ + ⋅
− =

4 10 5 5 7 5
20

25 15
2 2 2

,
,     

s2 20
19

1 5 1 58= ⋅ =, ,
 

 
§2. МОМЕНТТЕР ƏДIСI 

 
 Бұл əдiс бастапқы жəне орталық эмпирикалық моменттер өздерiне 
сəйкес бастапқы жəне орталық теориялық моменттердiң орнықты бағалары 
болатындығына негiзделген. Осы  сəйкес  моменттердi бiр-бiрiне теңестiре 
отырып, үлестiрiмнiң белгiсiз параметрiнiң нүктелiк бағалауларын табуға 
болады. 

 Мысал 1. Көрсеткiштiк үлестiрiмнiң f x e x x( ) , ( )= − ≥λ λ 0 белгiсiз 
параметрi   λ- ның нүктелiк бағасын табыңыз. 
 Шешуi: Бастапқы I-шi реттi эмпирикалық жəне теориялық моменттердi 
теңестiремiз. 
    ν1=M1
Көрсеткiштiк  үлестiрiмнiң бiрiншi  реттi бастапқы моментi 

ν1=M(x)=
1
λ , ал M1= xT   болғандықтан 

1
λ = xT   теңдiгiн аламыз. Осыдан 

белгiсiз параметр  λ-ның нүктелiк бағасы λ*=
1
xT   тең. 

Мысал 2. Берiлген таңдама бойынша моменттер əдiсiн қолданып  
қалыпты үлестiрiмнiң  

f x
x a

( ) exp
( )

= −
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

1
2 2

2

2σ π σ  
белгiсiз a жəне σ параметрлерiнiң  нүктелiк бағасын табыңыз. 

Шешуi: Бұл жағдайда екi а  жəне σ белгiсiз параметр болғандықтан 
бiрiншi, екiншi реттi теориялық жəне эмпирикалық  моменттердi 
теңестiремiз. 

ν1=M1, µ2=m2. 
Ары қарай  ν1=M(x)=a, µ2=D(x)= σ2 

 жəне M1= xT , m2=DT екенiн 
eскерсек, онда  мынадай нүктелiк бағалар аламыз  

a*= xT , σ*= DT  
Мысал 3. Берiлген  таңдамасының сипаттамалары арқылы моменттер 

əдiсiмен бiрқалыпты үлестiрiмнiң  

   

f x b a
x a b

x a b
( )

, [ ;

, [
= −

∈

∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

0

]
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белгiсiз a жəне b параметрлерiнiң нүктелiк бағаларын табыңыз.
Шешуi: Бiрiншi жəне екiншi реттi эмпирикалық моменттердi

теориялық моменттерге  теңестiрейiк, яғни ν1=M1, µ2=m2.

Сонда ν1=M(x)= a b+
2 , µ2=D(x)= 

( )b a− 2

12 , M1= xT , m2=DT екенiн  ескере 
отырып мынадай  теңдеулер системасын аламыз:   

a b
x

b a
D

T

T

+
=

−
=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

12

2( )

 
Осы системаны шеше отырып, a*= xT - 3D T , b*= xT + 3D T  нүктелiк

бағаларын табамыз.
§3. ИНТЕРВАЛДЫҚ БАҒАЛАР

 
 Бiр санмен ғана  анықталатын  нүктелiк  баға, таңдаманың  көлемi аз 
болғанда,  өрескел қатеге соқтыруы мүмкiн, сондықтан бас жинақтың белгiсiз 
параметрiнiң  интервалдық  бағасын,  яғни  осы  θ  параметрi  жататындай 
(α,β) интервалын белгiлi бiр сенiмдiлiкпен айқындау мəселесiн 
қарастырайық.  

Анықтама 1. θ параметрiнiң θ∗ бағасы бойынша сенiмдiлiгi (сенiмдiлiк 
ықтималдығы) деп ⏐θ-θ∗⏐<δ теңсiздiгiнiң орындалу ықтималдығы γ- ны  
айтады, яғни Р(⏐θ-θ∗⏐< δ)=γ, бұл жерде δ - бағаның дəлдiгi.  

Анықтама 2. (θ∗-δ, θ∗+δ) - интервалын γ сенiмдiлiгiмен алынған 
сенiмдiлiк интервалы деп атайды.  

Сөйлем 1. Қалыпты үлестiрiммен берiлген сандық сипатты белгi Х 
шаманың  белгiсiз а  математикалық үмiтiн таңдамалық орташа xT  арқылы   γ 
сенiмдiлiгiмен бағалау үшiн мынадай сенiмдiлiк интервалдарын аламыз. 

а) Егер  σ - бас орташа квадраттық ауытқу белгiлi болса, онда  

  
x t

n
a x t

nT T− ⋅ < < + ⋅
σ σ

    
 (4.4.1) 

t-саны Ф(t) = 
γ
2  -ға тең болатындай  сан, оны Лаплас функциясының  мəндер 

кестесiнен аламыз. 
 
б) Егер σ - белгiсiз болса, онда  

x t
S
n

a x t
S

T − ⋅ < < T + ⋅
n

 (4.4.2)

Мұнда S - түзетiлген таңдамалық орташа квадраттық ауытқу, tγ = t(γ ,n) 

- шамасы кестеден анықталады.
Сөйлем 2. Қалыпты үлестiрiммен берiлген Х-тың бас орташа
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квадраттық ауытқуы σ -ны берiлген γ сенiмдiлiгiмен бағалау үшiн мынадай
сенiмдiлiк интервалдарын аламыз.

 
s(1-q)< σ<s(1+q) , егер  q<1    (4.4.3) 
0<σ<s(1+q) ,  егер q>1     (4.4.4) 

 
Бұл жерде  q=q(n,γ) - кестеден  алынады. 

Мысал 1. Бас орташа квадраттық ауытқуы σ = 5 болатын қалыпты 
үлестiрiммен берiлген бас жинақтан алынған  көлемi n=25  таңдамадан  
xT =17 табылды. Бас жинақтың белгiсiз математикалық  үмiтiн γ=0,99 
сенiмдiлiгiмен бағалайтын  интервалын табыңыз. 

Шешуi: (4.4.1) формуласын пайдаланамыз. Егер 
γ
2

0 495= =Ф t( ) ,
,  онда 

кестеден t=2,57, яғни  

17 2 57
5
25

17 2 57
5
25

− ⋅ < < + ⋅, ,a
 

Ocыдан  14  сенiмдiлiк интервалы. 43 19 57, < <a ,

Мысал 2. Əлдебiр физикалық шама бiр құралмен 10 рет өлшенедi. 
Өлшеулердiң кездейсоқ қателерiнiң түзетiлген орташа квадраттық ауытқуы  
0,5 - ке тең. Өлшеу құралының дəлдiгiн γ=0,99 сенiмдiлiгiмен табыңыз.  

Шешуi: Құралдың дəлдiгi  өлшеуде жiберiлген кездейсоқ қателердiң 
бас орташа квадраттық ауытқуымен сипатталады, яғни бiзге σ -ны 
бағалайтын сенiмдiлiк интервалын табу керек.  

γ=0,99, n=10 болса, кестеден q=1,08 олай болса, (4.4.4) формуласын 
пайдалана отырып 0<σ<1,04 дəлдiктi анықтайтын сенiмдiлiк интервалын 
табамыз. 

 
V БӨЛІМ. СТАТИСТИКАЛЫҚ БОЛЖАМДАРДЫ ТЕКСЕРУ

 
§1. НЕГIЗГI ҰҒЫМДАР.  БОЛЖАМДЫ ТЕКСЕРУДIҢ 

  ЖАЛПЫ СХЕМАСЫ 
 
 Анықтама 1. Статистикалық  болжам деп кездейсоқ шаманың
үлестiрiмiнiң түрi немесе үлестiрiм параметрлерi туралы алдын-ала
жасалатын болжамды айтады. Статистикалық болжам таңдаманың көмегiмен
тексерiледi.
 Алдымен нөлдiк болжам деп аталатын, тексерiлуге  тиiс Но болжамы
қарастырылады. Бұл болжамға қарсы болжамды альтернативтi  деп атап, Н1 

əрiпiмен белгiлеймiз. Мысалы: үлестiрiмнiң белгiсiз параметрi θ туралы
нөлдiк болжам былай болса Но: θ= θо , онда Н1 : θ ≠ θо (Н1: θ>< θo).
 Cтатистикалық  болжамды тексеру барысында екi түрлi қате жiберуiмiз
мүмкiн.
 Бiрiншi тектi қате -  Но болжамы жоққа шығарылып Н1 болжамы
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қабылданады,  бiрақ негiзiнде Но дұрыс.
 Екiншi тектi қате - Но болжамын қабылдаймыз, бiрақ негiзiнде Н1
болжамы дұрыс.
 Анықтама 2. Бiрiншi тектi қате  жiберу ықтималдығын маңыздылық
деңгейi  деймiз де, α əрiпiмен белгiлеймiз. 
 Болжамды тексерудiң жалпы схемасы:

1 Үлестiрiмi белгiлi статистикалық критерий деп аталатын F кездейсоқ
шамасы енгiзiледi. Бұл шаманың əртүрлi еркiндiк дəрежелерi болып, 
ал үлестiрiмi қалыпты, хи - квадрат, Стьюдент, Фишер-Снедекор
үлестiрiмдерiмен  берiлуi  мүмкiн.

2 таңдамалық (эмпирикалық) белгiлi деректерге сүйене отырып,
критерийдiң  бақыланатын  мəнi  Fбақ, анықталады.

3 Берiлген α  маңыздылық  деңгейiнде  F  үлестiрiмiнiң сын нүктелерi
кестесi арқылы, критерийдiң сындық мəнi - Fсын анықталады.

4 Егер Fбақ<Fсын болса,  онда Но  болжамын жоққа шығару
5 ға негiз жоқ, ал  егер Fбақ>Fсын  болса, онда Но болжамы
қабылданбайды.

 
§2. ПИРСОННЫҢ КЕЛIСIМДIК ХИ-КВАДРАТ

КРИТЕРИЙI
 

 Егер  үлестiрiм заңы белгiсiз болса, онда "бас жинақ А заңы бойынша 
үлестiрiлген", - деген нөлдiк болжам келiсiмдiк  критерийлерi арқылы 
тексерiледi. Олардың бiрнеше түрi бар: Пирсон критерийi, Колмогоров 
критерийi, Смирнов критерийi т.т. 
 Но: "бас жинақ қалыпты үлестiрiммен берiлген" деген болжамды 
тексеру  үшiн Пирсонның  келiсiмдiк  критерийi қолданылады. χ 2

 Сонымен h  қадамымен бiркелкi орналасқан таңдама берiлсiн  
 

хi х1  х2 х3 ... хm  
ni n1 n2 n3 ... nm

 
Ендi  теориялық жиiлiктердi табамыз. 
 

               
ni

nh

T
ui i m0 1= ⋅ =

σ
ϕ( ), ,

 

   
ui xi x T T= −( ) / ,σ

   
ϕ

π
( )u e

u
=

−1
2

2
2

i< )

 
немесе 

   n np P P x x xi i i i
0

1= = <−, (
Осыдан мына кесте анықталады: 
 

Эмпирикалық жиiлiктер N1 n2 n3 ... nm 9
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Теориялық жиiлiктер n1
0 
 n2

0 
 n3

0 
 ... nm

0

 

 Теориялық  жəне эмпирикалық  жиiлiктердiң бiр-бiрiнен ауытқуы 
кездейсоқ па, бақылаулар саны аз ба, əлде  "бас жинақ қалыпты  үлестiрiммен 
берiлген" деген нөлдiк болжам дұрыс емес пе? Осы сұрақтарға Пирсон 
критерийi жауап бередi. 
 
Тексеру схемасы: 
 

2.Статистикалық критерий  ретiнде мына кездейсоқ шаманы аламыз 

    

( )
χ 2

0 2

0
1

=
−

=
∑

n n
n

i i

ii

m

      (5.2.1) 
Бұл шама - еркiндiк дəрежесi к=s-1-r болатын, хи - квадрат 

үлестiрiмiмен таралған кездейсоқ шама. Мұнда s - таңдамадағы топтар саны, 
r - үлестiрiм параметрлерiнiң саны. 

2.Берiлген деректерге сүйене отырып, критерийдiң бақыланатын мəнiн 
анықтаймыз. 

χбак
2

( )
=

−

=
∑

n n
n

i i

ii

m 0 2

0
1        (5.2.2) 

3. Берiлген α  маңыздылық деңгейiнде, хи - квадрат үлестiрiмнiң  сын 
нүктелерi кестесi арқылы  критерийдiң сындық мəнiн анықтаймыз.  χ αсын к2 ( ; )

4. Егер  <  - нөлдiк  болжамды жоққа шығаруға  негiз жоқ, 

ал егер >  - нөлдiк болжам қабылданбайды. 

χбак
2 χ αсын к2 ( ; )

χбак
2 χ αсын к2 ( ; )

Мысал. 1. Эмпирикалық жəне теориялық  жиiлiктер берiлген  
 

Эмпирикалық жиiлiктер  5 13 39 75 105 83 32 14 
Теориялық жиiлiктер  3 15 41 80 101 77 38 13 

 
Берiлген α=0,05 маңыздылық  деңгейiнде бас жинақтың қалыпты 

үлестiрiлгендiгi  туралы болжамды тексерiңiз. 
Шешуi:  Критерийдiң бақыланатын мəнiн анықтау үшiн төмендегi 
кестенi құрамыз. 
 

si  ni  ni
0  n ni i− 0  ( )n ni i− 0 2  ( ) /n n ni i− 0 2 0

i  
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

5 
13 
39 
75 

105 
83 
32 

3 
15 
41 
80 
101 
77 
38 

2 
-2 
-2 
-2 
4 
6 
-6 

4 
4 
4 

25 
16 
36 
36 

1,333 
0,267 
0,097 

0,3125 
0,158 
0,468 
0,947
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8 14 13 1 1 0,077 
 ∑ ≈ 3,66

Сонымен =3,66, ал критерийдiң еркiндiк дəрежесi к=s-1-r=5, себебi 
s = 8, r = 2 (қалыпты үлестiрiм екi параметр  арқылы анықталады). Онда

кестеден (0,05; 5)=11,1. Сонымен <  - нөлдiк гипотезаны жоққа
шығаруға негiз жоқ. Алдыңғы 1-мысалда теориялық жəне эмпирикалық
жиiлiктер берiлген. Ендi тек эмпирикалық жиiлiктер белгiлi болғанда
теориялық жиiлiктердi қалай есептеуге болатындығын көрсетелiк.

χбак
2

χсын
2 χбак

2 χсын
2

Мысал 2. Интервалдық вариациялық қатар (III-тарау,1-кесте) мына 
түрде берiлген:  

 
xi  0-5 5-10 10-15 15-20 20-25 
ni  10 21 35 22 12 

 
Пирсон критерийiн қолданып маңыздылық деңгейi γ = 0 05,  болғанда сандық 
белгiнiң бақыланған мəндерiн пайдаланып “бас жинақ қалыпты үлестiрiммен 
берiлген” -деген нөлдiк болжамды тексерiңiз. 
 Шешуi. 
1. Бас жинақтың үлестiрiм заңы туралы болжам жасау үшiн, бiрiншiден, 
полигон жəне гистограмманың түрiне қараймыз. Мысалы, бас жинақ 
қалыпты үлестiрiммен берiлген деп болжам жасау үшiн: 

  а) гистограмманың түрi Гаусс қисығының түрiне ұқсас болуы керек 
  б) эмпирикалық ассиметрия мен экцесс мына теңсiздiктердi  

 as < 2σ sжəне  ek < 2σk  қанағаттандыруы керек. 
Мұндағы 

σs
n

n n
=

−
+ +
6 2

1 3
( )

( )( ) , 
σk

n n n
n n n

=
− −

+ + +
24 2 3

1 3 52

( )( )
( ) ( )( )  

Қарастырып отырған мысал үшiн  
as = −0 018, , σk = 0 8733, , ал σ s = 0 2377, , σk = 0 4547,  

олай болса as < 2σ sжəне  ek k< 2σ . 
 Ендi гистограммаға қарасақ  (III тарау, §1), оның түрi Гаусс қисығына 
ұқсас. Демек, бас жинақ қалыпты үлестiрiммен берiлген деп болжам жасауға 
негiз бар. 
  
2. Ендi нөлдiк болжамды тексеру үшiн Пирсон критерийiн қолданамыз. Ол 
үшiн  

′ =n npi i , 
p ф

x x
ф
x x

i
i T

T

i T

T
=

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ −

−⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟−

σ σ
1

 формулаларын қолданып теориялық 
жиiлiктердi есептеймiз.  
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Белгiлеу енгiзелiк 
Z

x x
Z

x x
i

i T

T
i

i T

T
−

−=
−

=
−

1
1

σ σ
,

, 
Есептеу кестесiн құрамыз. 

Интер-
валдар 

ni  Zi−1  Zi  ф Zi( )−1  ф Zi( )  pi  ni
0  

0-5 10 -2,23 -1,35 -0,4870 -0,4115 0,0755 8 
5-10 21 -1,35 -0,48 -0,4115 -0,1844 0,2277 23 
10-15 35 -0,48 0,39 -0,1844 0,1517 0,3361 34 
15-20 22 0,39 1,27 0,1517 0,3980 0,2463 25 
20-25 12

100  
1,27 2,14 0,3980 0,4838 0,0858 9

99  
x2

бақ есептеу үшiнде есептеу кестесiн жазған тиiмдi 
 

i  ni  ni
0  n ni i− 0  ( )n ni i− 0 2

 ( )n n
n

i i

i

− 0 2

0  
1 10 8 2 4 0,5 
2 21 23 -2 4 0,17 
3 35 34 1 1 0,03 
4 22 25 -3 9 0,36 
5 12 9 3 9 1 
∑      1,7 
Сонда x2

бақ=1,7. 
  Ендi γ = 0 05,  маңыздылық  деңгейiнде k = − − =5 1 2 2  еркiндiк дəрежесi 
бойынша x2

сын(0,05;2) кiтап со”ындағы кестеден анықтаймыз: 
x2

сын(0,05;2)=6. Осыдан x2
бақ< x

2
сын екенiн көремiз. Демек, бас жинақтың 

қалыпты үлестiрiммен берiлгендiгi туралы нөлдiк болжамды қабылдамауға 
негiз жоқ. 

Жаттығу есептері 
 
1. Мына  таңдаманың сипаттамаларын жəне эмпирикалық функциясын  
табыңыз. 

xi -1 1 2 3 
ni 3 4 2 1 

 
2. Қалыпты үлестiрiлген бас жинақтың орташа квадраттық ауытқуын σ, 
таңдамалық орташасын xT , түзетiлген таңдамалық орташа квадраттық
ауытқуын  s, таңдама көлемiн  n  деп алып, белгiсiз математикалық үмiт а -
ны бағалайтын сенiмдiлiк интервалдарын табыңыз.

а) σ= 4, xT = 10,2 , n=16, γ=0,99 
б) σ = 5, xT = 16,8 , n=25, γ=0,95 
в) s = 3, xT = 12 , n=9, γ=0,99
г) s = 7,2, xT = 10 , n=40, γ=0,95
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